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JOHDANTO

Satunnaisilmiot ovat ilmiditd, joiden lopputulokseen sattuma vaikuttaa. Téllaisten ilmi-
Oiden lopputulosta ei voida varmuudella ennustaa. Sen sijaan monien satunnaisilmioi-
den kohdalla voidaan selvittda todennakdoisyydet eri lopputuloksille. Joillekin satunnai-
silmidille lopputulosten todennékdisyydet ovat tarkkaan laskettavissa (esim. ruletti ja
monet muut uhkapelit). Joillekin satunnaisilmidille taas voidaan arvioida eri lopputulos-
ten todennakdisyydet historiatiedoista (tilastollinen todennakoisyys). Monien satunnai-
silmididen voidaan olettaa noudattavan likimain jotain mallia (todennakdisyysja-
kaumaa).

Tassa monisteessa kasitellaan todennékoisyyksiin liittyvia laskusaantojé ja satunnaisil-
mididen mallintamista todenndkoisyysjakaumien avulla. Mukana ovat tarvittavat Excel-
ohjeet.

Viimeisin versio tastd monisteesta ja siihen liittyvastd materiaalista 10ytyy osoitteesta
http://myy.haaga-helia.fi/~taaak/m

Myo6s monisteessa viitatut Excel-esimerkit 10ytyvat ylla mainitusta osoitteesta.

Huomautus Excel 2010 -kayttajille: Joidenkin funktioiden nimet on uusittu. Vanhat
nimet kuitenkin toimivat edelleen ja niita pitda kayttaa, jos tarvitset yhteensopivuutta
aikaisempiin versioihin.

BINOMDIST (BINOMIJAKAUMA) uusi nimi BINOM.DIST
(BINOMILLJAKAUMA).

POISSON (POISSON) uusi nimi POISSON.DIST (POISSON.JAKAUMA).

NORMDIST (NORM.JAKAUMA) uusi nimi NORM.DIST
(NORMAALILJAKAUMA).

NORMINV (NORM.JAKUAMA.KAANT) uusi nimi NORM.INV
(NORMAALILJAKAUMA.KAANT).

EXPONDIST (EKSPONENTIAALIJAKAUMA) uusi nimi EXPON.DIST
(EKSPONENTIAALLIJAKAUMA).

Tutustu myds muihin oppimateriaaleihini http://myy.haaga-helia.fi/~taaak/



http://myy.haaga-helia.fi/~taaak/m
http://myy.haaga-helia.fi/~taaak/

KOMBINAATIO-OPPIA

Kombinaatio-opissa lasketaan tulosvaihtoehtojen lukumaéaria, esimerkiksi

1 kuinka monella tavalla lottoruudukko voidaan tayttaa
1 kuinka monta kolme kirjainta ja kolme numeroa siséltavaa rekisterikilped voidaan
muodostaa

71 kuinka monella tavalla 9 henkil6a voidaan jakaa 3 hengen tiimeihin
1 kuinka moneen eri jarjestykseen korttipakan kortit voidaan sekoittaa.

Kombinaatio-opin tehtévat voidaan ratkaista kayttamalla neljaa laskuséantoa: tuloperi-
aate, jarjestysten lukumaard, variaatio ja kombinaatio.

Tuloperiaate

Jos suoritetaan k perdkkaéista toisistaan riippumatonta valintaa, joista ensimmainen voi-
daan tehdé n;:lla tavalla, toinen ny:lla tavalla jne., niin erilaisia valintojen yhdistelmia
on ni-ny-...-ni kappaletta.

Esimerkki. Kuinka monta erilaista veikkausrivia on olemassa? Oletetaan, ettd veikatta-
vana on 13 kohdetta, joista kussakin on mahdollista valita 1, x tai 2. Kyseessa on siis 13
perakkaista valintaa, joista kussakin on 3 vaihtoehtoa. Erilaisia valintojen yhdistelmia
on tuloperiaatteen mukaisesti 3'* = 1 594 323 kappaletta.

Esimerkki. Pizzabaari tarjoilee jauheliha, tonnikala, kinkku ja kasvispizzoja. Mausteeksi
voi valita pippuria, sipulia, valkosipulia, tomaattisosetta ja oliiveja. Kuinka monta eri-
laista pizzaa on valittavana?

Esimerkki. Oletetaan, ettd pizzan tekee erilaiseksi erilainen tayte, mutta my®os erilaiset
mausteet. Voidaan ajatella, ettd kyseesséa on perakkaisia valintoja (valitaan tayte neljan
vaihtoehdon joukosta, valitaan otetaanko pippuria vai ei, valitaan otetaanko sipulia vai
ei jne.). Tuloperiaatteen mukaan valintojen yhdistelmid on 4-2-2-2-2-2 = 128 kappalet-
ta.

Jarjestysten lukuméaara

Jos joukossa on n-alkioita, niin alkiot voidaan jérjestaa n! (lue: n kertoma) erilaiseen
jarjestykseen.

Tasséd on kyse tuloperiaatteen soveltamisesta. Jarjestdminen voidaan nimittdin ajatella
perakkaisiksi valinnoiksi. Jarjestetyn joukon ensimmainen alkio voidaan valita n tavalla,
toinen alkio n-1 tavalla, kolmas alkio n-2 tavalla jne. Tuloperiaatteen mukaan erilaisia
vaihtoehtoja on n-(n-1)-(n-2)-... -1 = n! kappaletta.

Esimerkki. Kirjaimet A, B ja C voidaan jarjestaa 3! = 3-2-1 = 6 tavalla. Tdman voi hel-
posti todentaa kokeilemalla (ABC, ACB, BAC, BCA, CAB, CBA).

Esimerkki. 8 ravihevosta voi saapua maaliin 8! = 40 320 eri jarjestyksessa.
Esimerkki. 10 alokasta voi asettua riviin 10! = 3 628 800 eri jarjestyksessa.

Esimerkki. Korttipakan kortit (52 kpl) voidaan sekoittaa 52! ~ 8,066-10% eri jarjestyk-
seen.



Vertailun vuoksi: Jos maailmankaikkeuden idksi oletetaan 15 miljardia vuotta, niin se-
kunteja maailmankaikkeuden alusta on kulunut noin 4,7-10"" sekuntia. Jos maailman-
kaikkeuden alkuhetkest& alkaen olisi sekoitettu korttipakka joka sekunti uuteen jarjes-
tykseen, niin toistaiseksi ei viela olisi ehditty kdyda kaikkia mahdollisia jarjestyksia la-
pi.

Excelissa n! lasketaan funktiolla =FACT(n) (KERTOMA).

Variaatio

Jos n alkiota siséltavasta joukosta poimitaan k alkiota siten, ettd poimittujen alkioiden

(n- k)!

jarjestys huomioidaan, niin erilaisia mahdollisuuksia on kappaletta.

Olennaista on, ettd sama k alkiota sisdltdva joukko lasketaan mukaan useampaan ker-
taan, koska erilaiset jarjestyksetkin huomioidaan.

Variaatioissakin on kyse tuloperiaatteen soveltamisesta. Jarjestetyn joukon poimiminen
voidaan ajatella perdkkaisina valintoina. Ensimmainen alkio voidaan poimia n tavalla,
toinen n-1 tavalla jne. Viimeinen poimittava alkio voidaan poimia n-k+1 tavalla. Las-
kemalla tuloperiaatteen mukaisesti n-(n-1)-... - (n-k+1) paadytaan samaan tulokseen
kuin variaatio-kaavaa kayttaen.

Esimerkki. Kirjainten A, B ja C joukosta voidaan valita kahden kirjaimen jérjestettyja
joukkoja
3 y
——— =3Q =6kappaletta
(3- 2)!
Tama voidaan todentaa kokeilemalla (AB, AC, BA, BC, CA, CB).
Esimerkki. 8 ravihevosta voi jakaa 3 ensimmaisté sijaa
8l
——— =336tavalla
(8- 3)!

Excelissa voit laskea variaatioiden méaran funktiolla =PERMUT (n;k)
(PERMUTAATIO).

Kombinaatio

Jos n alkiota siséltavasté joukosta poimitaan k alkiota siten, ettd poimittujen alkioiden

jarjestysta ei huomioida, niin erilaisia mahdollisuuksia on : ' kappaletta.

KI(n - k)

Toisin kuin variaatioissa, kombinaatioissa kukin k alkiota siséltdva joukko lasketaan
mukaan vain kertaalleen, koska erilaisia jarjestyksia ei huomioida.

Kombinaatioiden laskukaava muistuttaa variaatioiden laskukaavaa. Ainoana erona on
jakajana oleva k!, joka poistaa erilaiset jarjestykset.



Esimerkki. Lotossa 39 numeron joukosta valitaan 7 numeroa. Lottoruudukkoa taytetta-
essé ei ole valia, missa jarjestyksessa 7 numeroa valitaan. Olennaista on vain se, mitka 7
numeroa valitaan. Kombinaatioiden laskukaavalla saadaan mahdollisten lottoruudukoi-
den lukumaéaréksi

I
o 15380937
7'(39- 7)!
Kuinka monta erilaista viiden kortin katta (jarjestysté ei huomioida) voidaan 52 kortin
pakasta nostaa?

|
e 2598960
51(52- 5)!
Kuinka moni kaikista mahdollisista viiden kortin k&sista ei siséll& yhtaan dssaa? Vali-
taan 5 korttia 48 kortin joukosta, koska &ssia ei saa olla mukana:

|
. 1712304
51(48- 5)!
Kuinka moni kaikista mahdollisista viiden kortin ké&sista sisaltaa tasan yhden dssan? Va-
litaan 4 korttia 48 kortin joukosta ja tdman jalkeen valitaan yksi &ssd neljan mahdollisen
assén joukosta. Tuloperiaatetta kdyttden saadaan:

| .
_ 48 4 =778320
41(48- 4)

Kuinka moni kaikista mahdollisista viiden kortin ké&sista sisaltda tasan kaksi dsséa? Va-
litaan 3 korttia 48 kortin joukosta ja tdman jalkeen kaksi dssaa neljan mahdollisen assén
joukosta. Tuloperiaatetta kayttden saadaan:

48! . !

8 & 4
31(48- 3)! 21(4- 2)!
Kuinka moni kaikista mahdollisista viiden kortin ké&sista sisaltad tasan kolme &ssaa? Va-
litaan 2 korttia 48 kortin joukosta ja tdman jalkeen kolme asséé neljan mahdollisen &s-
sén joukosta. Tuloperiaatetta kayttden saadaan:

48! . A

8 & 4
21(48- 2)! 31(4- 3)!
Kuinka moni kaikista mahdollisista viiden kortin k&sista siséltdd nelja dsséa? 4 &ssaa ei

voi tulla kuin yhdelld tavalla ja niiden kaverina voi olla mika tahansa 48 kortista, joten
mahdollisuuksia on 48 kappaletta.

=103776

=4512

Edelld tarkasteltujen tapausten pitéisi kattaa kaikki mahdolliset viiden kortin k&det. Tar-
kistetaan lopuksi, ettd ndin on:

1712 304+778 320+103 776+4 512+48=2 598 960
Tulos on sama kuin aiemmin laskettu viiden kortin kasien lukumaara.

Excelissa voit laskea kombinaatioiden maarén funktiolla =COMBIN(n;k)
(KOMBINAATIO).



TODENNAKOISYYDEN LASKUSAANTOJA

Jatkossa tarvitaan seuraavia kasitteitd ja méaaritelmia:

1 Alkeistapahtuma = yksittainen tulosmahdollisuus.
9 Tapahtuma = joukko alkeistapahtumia (esimerkiksi parillinen silméaluku nopanhei-
tossa).

9 Tapahtumia merkitdén isoilla aakkosilla A, B, jne.

9 Tapahtuman todennékdisyys on tapahtumalle suotuisien alkeistapahtumien méara
jaettuna kaikkien alkeistapahtumien maaralla (esimerkiksi parillisen silmaluvun to-
dennékoisyys nopanheitossa 3/6=0,5).

1 Tapahtuman A todenndkdisyyttd merkitddn P(A).

9 Erillisyys: Tapahtumat A ja B ovat erillisi4, jos ne eivét voi sattua yhta aikaa. Esi-

merkiksi tapahtumat *nostettu kortti on pata’ ja "nostettu kortti on hertta’ ovat erilli-
sid. Sen sijaan tapahtumat ’nostettu kortti on kuvakortti’ ja 'nostettu kortti on hert-
ta’ eivit ole erillisid, koska nostettu kortti voi olla yhtd aikaa kuvakortti ja hertta.

1 Riippumattomuus: Tapahtumat A ja B ovat toisistaan riippumattomia, jos toisen ta-
pahtuminen ei vaikuta toisen todennakdisyyteen. Esimerkiksi tapahtumat ‘ensim-
maéinen nostettu kortti on &ss&'’ ja ‘toinen nostettu kortti on &ssa' eivét ole riippumat-
tomia. Toisen kortin kohdalla dssén todennakdisyys riippuu siitd, mika ensimmai-
nen kortti oli.

Yhteenlaskusaanto

Todennékoisyys, etta sattuu tapahtuma A tai tapahtuma B (jompikumpi tai molemmat):
P(A tai B) = P(A) + P(B) — P(A ja B)

Jos tapahtumat A ja B ovat erilliset, niin

P(A tai B) = P(A) + P(B)

Y hteenlaskusaantda voidaan havainnollistaa kuvaamalla tapahtumia A ja B joukkoina ja
samaistamalla joukkojen pinta-alat todennakdisyyksien kanssa.

Jos molemmat tapahtumista A ja B voivat sattua yhté aikaa, niin joukoilla on yhteista
aluetta. Laskettaessa A:n ja B:n todennékdisyydet yhteen, tulee yhteinen alue lasketuksi
kahteen kertaan. Niinpa yhteinen alue taytyy vahentaa todennakdisyyksien summasta.
Tapahtumat voivat olla myos erillisig, jolloin yhteista aluetta ei ole.



Tuotteen laatu vaihtelee pitkdaikaisten tilastojen mukaan seuraavasti:

1 materiaalivika A todennakdisyydella 0,1
1 Kkasittelyvika B todennékoisyydelld 0,2
1 molemmat viat todenndkoisyydella 0,05 (yhteinen alue)

Todenn&koisyys, ettd tuotteessa on jotain vialla:
P(A tai B)=0,1+0,2-0,05=0,25

Todenn&koisyys, etta tuotteessa on pelkastaan késittelyvika:
P(B, mutta ei A)=0,2-0,05=0,15

Todennakoisyys, etté tuotteessa on tasmélleen yksi vika:
P(A tai B, muttei molemmat)=0,1+0,2-0,05-0,05=0,2

Kertolaskusaanto

Todennékaisyys, etta sattuu tapahtuma A ja tapahtuma B:
P(A jaB)=P(A) - P(B|A)

Jos tapahtumat A ja B ovat toisistaan riippumattomia, niin

P(A jaB)=P(A) - P(B)

P(BJ|A) tarkoittaa B:n todennakoisyytté silla ehdolla, ettd A tapahtuu.

Esimerkki. Milla todennakdisyydelld kolmessa rahan heitossa saadaan kolme klaavaa
(1. heitossa klaava ja 2. heitossa klaava ja 3. heitossa klaava)?

Rahanheitot ovat toisistaan riippumattomia, joten todennékoisyys on 0,5-0,5-0,5=0,125

Esimerkki. Erdan liiketoimen onnistuminen edellyttda tapahtumien A ja B sattumista.
Tapahtuman A todennakdisyys on 75 % ja tapahtuman B 70 %. Miké on liiketoimen
onnistumisen todennakdisyys?

Jos tapahtumat A ja B ovat toisistaan riippumattomia, niin onnistumisen todennakdisyys
on 0,75-0,70=0,525=52,5 %.

Esimerkki. Suuressa tuote-erdssa on 2 % virheellisia. Milla todennakdisyydella tasmal-
leen yksi satunnaisesti valituista kolmesta tuotteesta on virheellinen? Kyseessé on suuri
tuote-erd, joten voimme olettaa ettd tuotteen virheellisyyden todennakdisyys ei riipu
edellisen tuotteen virheellisyydesta.

9 Todennakdisyys sille, ettd ensimmaéinen tuote on virheellinen, on 0,02-0,98-0,98
9 Todennakdisyys sille, ettd toinen tuote on virheellinen, on 0,98-0,02-0,98
1 Todennakaisyys sille, ettd kolmas tuote on virheellinen, on 0,98-0,98-0,02

Y hteenlaskus&éntda noudattaen todennakaisyys sille, ettd tdsmalleen yksi on virheelli-
nen, saadaan laskemalla:

0,02-0,98-0,98+0,98-0,02-0,98+0,98-0,98-0,02=3-0,02-0,98-0,98~ 0,058=5,8 %



Esimerkki. 50 arvan joukossa on 10 voittoarpaa. Milla todennékoisyydelld taésmalleen
yksi kolmesta ostetusta arvasta voittaa? Koska arpamaaré on suhteellisen pieni, niin ar-
pojen voiton todenndkdisyydet eivét ole toisistaan riippumattomia: voittoarvan toden-
nékoisyys riippuu aiemmista arvoista. Pitdd myds huomioida, etta voittoarpa voi olla
miké& tahansa kolmesta arvasta.

1 Todennakoisyys sille, ettd 1. arpa voittaa ja muut kaksi arpaa eivat voita voidaan
laskea kertolaskusaannolla 10/50-40/49-39/48.

1 Todennakaisyys sille, ettad 2. arpa voittaa ja muut kaksi arpaa eivét voita voidaan
laskea kertolaskusaannollé 40/50-10/49-39/48.

1 Todennakoisyys sille, ettd 3. arpa voittaa ja muut kaksi arpaa eivat voita voidaan
laskea kertolaskusaannolléa 40/50-39/49-10/48.

Todennékoisyys sille ettd tasmélleen yksi arpa kolmesta voittaa saadaan edellé olevista
yhteenlaskusaannolla:

10/50-40/49-39/48+40/50-10/49-39/48+40/50-39/49-10/48~0,398=39,8 %

Esimerkki. Oletetaan, ettd lentokoneen moottorissa on moottorin toiminnan kannalta
tarkeitd osia 1000 kpl. Milla todennakdisyydelld kone selvida lennosta, jos yksittaisen
osan toimintavarmuudeksi lennon aikana oletetaan 99,9 %. Kertolaskusdantoa kayttaen:

0,999'%%°~0 368=36,8 %

Komplementtisdanto

Joissain tapauksissa komplementtitapahtuman —A todennékdisyys on helpompi laskea
kuin tapahtuman A todennakdoisyys. Talldin voidaan soveltaa komplementtisdantoa:

P(A) = 1 - P(-A)

Saanto perustuu siihen tosiasiaan, ettd kaikkien alkeistapahtumien joukon todennakoi-
syys on 1. Vahentamalla kaikkien alkeistapahtumien joukon todennékdisyydesta A:n
ulkopuolelle jadvien alkeistapahtumien todennakdisyys, jéljelle jad A:n todennékoisyys.

Esimerkki. Oleta ydinvoimalan toimintavarmuudeksi 99,99 % (todennakdisyys, ettei
voimalan kayttoian aikana satu vakavaa onnettomuutta). Miké on todennédkoisyys, etta
vahintdan yhdessa voimalassa sattuu vakava onnettomuus, jos maapallolla on 500 ydin-
voimalaa?

Kysyttya todennékoisyytté on vaikea laskea suoraan, koska onnettomuus voi sattua mis-
sé tahansa voimalassa ja onnettomuuksia voi sattua useammassakin ydinvoimalassa.
Sen sijaan kannattaa kayttaa hyvéksi komplementtitapahtumaa: yhdessak&an voimalassa
ei satu onnettomuutta.



1-0,9999°° ~ 0,049 = 4,9 %

Lasketaan vertailun vuoksi todennédkdisyys, jos toimintavarmuudeksi oletetaankin 99,9
%

1-0,999°° ~ 0,394 = 39.4 %

Esimerkki. Arpajaisissa joka kolmas arpa voittaa. Ostetaan kolme arpaa. Milla todenna-
koisyydella vahintaan yksi arpa voittaa?

Jos A = vahintdan yksi arpa voittaa, niin sen komplementti on
-A = yksikaan arpa ei voita, jonka todennédkoisyys on vaivatta laskettavissa.
P(-A)=2/3-2/3-2/3, joten P(A)=1-2/3-2/3-2/3=19/27

De Meren ongelmat: Vedonlyontia harrastava aatelismies de Mere pohdiskeli 1600-
luvulla kannattaako lyodé vetoa seuraavien tapahtumien puolesta:

7 vaéhintaan yksi kuutonen neljassa nopanheitossa
1 vahintaan yksi kuutospari heitettdessé kahta noppaa 24 kertaa.

De Mere tuli pohdiskeluissaan paatelmaan, jonka mukaan kummassakin tapauksessa
voiton todennékdisyys olisi 2/3. Esimerkiksi ensimmaisessé tapauksessa de Mere las-
keskeli 1/6+1/6+1/6+1/6=2/3. Aikansa vetoja lyotyaan de Mere alkoi epailla paattely-
aan. Mitd mieltd olet de Meren laskelmista?



BAYESIN KAAVA

Bayesin kaavan avulla korjataan aiemmin maadriteltya todennakoisyytta kayttaen tarkas-
teltavaa ilmiota koskevaa lisétietoa.

Kaupungissa on kaksi taksiliikennetta harjoittavaa yhtiota: Sininen ja Vihred. Toisen
yhtion autot ovat tummansinisié ja toisen yhtion autot tummanvihreita. Sinisen takseja
on 15 % ja Vihreén takseja 85 % kaikista kaupungin takseista. Erdédna pimeéna iltana
taksiauto tormaa jalankulkijaan ja jatkaa matkaansa tormayksesta piittaamatta.

Mééaritella&n tapahtumat B; ja B, seuraavasti:
1 Bi=jalankulkijaan térménnyt taksi on sininen
1 By=jalankulkijaan torménnyt taksi on vihrea.

Silminnakija sanoo ndhneensg, ettd torménnyt taksi oli sininen. Jalkeenpdin testattiin
samankaltaisissa ilta-olosuhteissa silminnéakija-havaintojen luotettavuutta ja todettiin
silminnékijan tunnistavan auton varin oikein 80 % todennakoisyydell.

Méaritellaén tapahtuma A=silminnékija sanoo nahneensa sinisen taksin.

IImiota voidaan jasentad taulukon avulla tarkastelemalla molempia mahdollisia tapah-
tumia (B; ja B,) omilla riveillaan:

Alkuperdinen Silminnékijéan

Tapahtuma todennakoisyys | todennakdisyys Yhdistetty todennakdisyys  |Korjattu todennéakdisyys
Sininen térmasi  |P(B;)=0,15 P(A|B1)=0,80 P(A ja B;)=0,80x0,15=0,12 P(B4/A)=0,12/0,29=0,41
Vihred tormasi  |P(B,)=0,85 P(A|B2)=0,20 P(A ja B»)=0,20x0,85=0,17 P(B,|A)=0,17/0,29=0,59

P(A)=0,12+0,17=0,29

Taulukossa on tarkasteltu molempia mahdollisuuksia (t6rménnyt taksi on sininen tai

vihred). Taulukon sarakkeeseen "Yhdistetty todennakoisyys' on laskettu seuraavat tiedot:

1 Jos tormannyt taksi on oikeasti sininen, niin silminnékija nékee taksin sinisen 12
% todennakoisyydella (laskenta kertolaskusééntoa kayttaen olettaen kaksi toisistaan
riippuvaa tapahtumaa: térménnyt taksi on sininen ja silminnakija néakee taksin sini-
send)

9 Jos térmannyt taksi on oikeasti vihred, niin silminnékija nakee taksin sinisend 17%
todennakdisyydelld (laskenta kertolaskusééntoa kayttaen olettaen kaksi toisistaan
riippuvaa tapahtumaa: térménnyt taksi on vihrea ja silminnakija nakee taksin sini-
send)

1 Silminnakija nékee taksin sinisend 29% todennakoisyydellé (laskenta yhteenlasku-
saantoa kayttaen).

Taulukon viimeisessa sarakkeessa korjataan alkuperaista todennékoisyytta silminnaki-

jan antaman lisatiedon avulla:

1 Toérmannyt taksi on 41% todennakdisyydella sininen olettaen, ettd silminnékija naki
taksin sinisend

9 Torménnyt taksi on 59% todenndkoisyydelld vihred olettaen, ettd silminnékija néki
taksin sinisené.

Silminnakijan antama lisatieto kasvatti siis todennakdisyytta sille, ettd tormannyt taksi

oli sininen arvosta 0,15 arvoon 0,41. Kuitenkin edelleen on todenn&kdisempad, etté

tormannyt taksi oli vihred. Nappituntumalta moni arvioisi todennékéisyydet toisin ja an-

taisi silminndkijélausunnolle enemman painoa.



Tapahtuma

Elektroniikkalaitteita kokoava yritys tilaa erasta komponenttia kahdelta eri toimittajalta
B ja B,. Toimittajalta B; tulee 65% komponenteista ja toimittajalta B, loput 35%. Ai-
kaisemman kokemuksen mukaisesti toimittajan B, komponenteista 2 % on viallisia ja
toimittajan B, komponenteista 5 %. Jos havaitaan virheellinen komponentti, niin korja-
tut todennékoisyydet toimittajan todennakoisyydesté ovat seuraavan taulukon mukaiset
(A=tuote on viallinen):

Alkuperainen |Viallisen

todennaksisyys (todennakaisyys Yhdistetty todennakdisyys Korjattu todennakdisyys

Toimittaja B, |P(B1)=0,65 P(AB)=0,02  |P(A ja B;)=0,02x0,65=0,0130  |P(B4JA)=0,0130/0,0305=0,4262
Toimittaja B, |P(B,)=0,35 P(AB2)=0,05 |P(A jaB,)=0,05x0,35=0,0175 |P(B,JA)=0,0175/0,0305=0,5738

P(A)=0,0130+0,0175=0,0305

Bayesin kaava

Korjattu todennékoisyys voidaan laskea suoraan nk. Bayesin kaavaa kayttaen:
P(B)® P(A|B)
P(A)

Edella olleessa esimerkissé korjattu todennékdisyys toimittajan B1 kohdalla olisi voitu
laskea suoraan Bayesin kaavalla:

0,652 0,02
0,0305

Oljy-yhtio suunnittelee porauksia alueella, jossa arvioidaan olevan korkealaatuista 6ljya
50 % todennakoisyydellé (tapahtuma B;), laadultaan keskinkertaista 6ljya 20 % toden-
nakoisyydellé (tapahtuma B,) ja ei 6ljya lainkaan 30 % todenndkoisyydella (tapahtuma
B3). Maaperasta porataan naytteitd. Ndytteet ovat sellaisia, ettd aikaisemmissa tapauk-
sissa vastaavanlaisia naytteita on l0ydetty

9 Kkorkealaatuista 6ljya sisaltavilta alueilta 50 % todennakdisyydella

1 keskilaatuista 0ljyé siséaltavilta alueilta 20 % todennékoisyydella

1 eilainkaan 6ljya sisaltavilta alueilta 30 % todennékoisyydella.

P(B|A) =

P(B, | A) = =0,4262

Oljyn 1oytymiselle voidaan nyt laskea seuraavan taulukon mukaiset korjatut todenna-

koisyydet:
Alkuperéinen
todennakaisyys

Yhdistetty

Porattu nayte todennakdisyys

Korjattu todennakaisyys

Korkealaatuinen

ljy P(B1)=0,50 P(A|B1)=0,20 P(A ja B;)=0,01 P(B1/A)=0,01/0,23=0,043
Keskilaatuinen éljy |P(B,)=0,20 P(A|B,)=0,80 P(A ja B,)=0,16 P(B,|A)=0,16/0,23=0,696
Ei 6ljya P(B3)=0,30 P(A|B5)=0,20 P(A ja B3)=0,06 P(B3|A)=0,06/0,23=0,261

P(A)=0,01+0,16+0,06=0,23

Naytteiden perusteella korkealaatuisen 6ljyn todennékoéisyys putosi arvosta 0,50 arvoon
0,043.



TODENNAKOISYYSJAKAUMAT

http://myy.haaga-helia.fi/~taaak/m/jakau.xlsx

Kahden kolikon heitossa tuloksena voi olla 0, 1 tai 2 klaavaa. Jos kahta kolikkoa heite-
taan 100 kertaa ja kirjataan muistiin klaavojen lukuméaéra kullakin heittokerralla, niin
tuloksena voi olla esimerkiksi:

klaavoja % heitoista

0 29 %
1 53 %
2 18 %

Y114 olevaa jakaumaa voidaan kutsua empiiriseksi jakaumaksi.
Mahdollisia tuloksia kahden kolikon heitossa ovat

T 'kruunu-kruunu'
9 'kruunu-klaava'
T 'klaava-kruunu'
1 ‘'klaava-klaava'.

Koska jokainen tulosvaihtoehto on yhta todennékdinen, niin voimme paatella klaavojen
méaaran teoreettiseksi jakaumaksi:

klaavoja todennédkdisyys

0 25%
1 50%
2 25%

Kyseistd jakaumaa voidaan kutsua todennakadisyysjakaumaksi.

Jos kahta kolikkoa heitetdédn kerta toisensa jalkeen, niin empiirinen jakauma alkaa vaa-
jadmatta ldhestya todennédkoisyysjakaumaa. Jos todennékoisyysjakauma ei ole paatelta-
vissa tai laskettavissa kuten edelld, niin todennakdisyysjakauman approksimaationa
voidaan kayttdd empiiristd jakaumaa tai todennakdisyysjakauman todennakoisyydet
voidaan maarittaa asiantuntija-arvioiden pohjalta (subjektiivisina todenndkoisyyksind).

Pitkavedossa voi olla yhten& kohteena ottelu HIFK - Jokerit. Pitkdvedossa veikataan ot-
telun lopputulosta jaotuksella kotivoitto, tasapeli tai vierasvoitto. Kertoimien maaritta-
miseksi Veikkaus Oy méérittanee todennékoisyysjakauman lopputulokselle (esimerkik-
si kotivoitto 35 %, tasapeli 25 %, vierasvoitto 40 %). Todenndkoisyydet pohjautuvat yh-
taaltd aiemmin pelattuihin peleihin ja toisaalta asiantuntija-arvioihin.

Todennékoisyysjakaumien yhteydessa kaytetdan kasitteita:

{1 satunnaismuuttuja: muuttuja, jonka arvoihin liittyvid todenndkdisyyksia jakauma
esittdd (esimerkiksi klaavojen lukumé&arg)

1 satunnaisilmi6: tarkastelun kohteena oleva tapahtuma tai ilmi6 (esimerkiksi kah-
den kolikon heitto)

1 diskreetti todenndkoisyysjakauma: satunnaismuuttujan mahdolliset arvot ja nii-
den todennékdisyydet.


http://myy.haaga-helia.fi/~taaak/m/jakau.xlsx

Kertymatodennakdisyys

Kertymatodennékdisyys tarkoittaa todennakdisyytta saada korkeintaan tietty satunnais-
muuttujan arvo.

Kahden nopan heitossa (satunnaisilmid) silmalukujen summa (satunnaismuuttuja) voi
saada arvokseen 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9, 10, 11 tai 12. Silméalukujen summan todenné-
koisyysjakauma selvida seuraavan ruudukon avulla:

123|456 |6
1123|1456 |7
21l 3[4 15|67 |8
J | 4[5 |6 |7 [81]8
4 |5 |67 18810
S|l 671819 (100N
6 | 7|89 |10[11[12

Ruudukon ylareunassa on ensimmaisen nopan silmaluvut ja vasemmassa reunassa toi-
sen nopan silmaluvut. Ruudukon soluihin on laskettu eri tulosvaihtoehtoihin liittyvat
silmalukujen summat. Silmalukujen summa 2 voi ruudukon mukaan sattua vain yhdella
tavalla, siis todennakoisyys on 1/36. Silmalukujen summa 3 voi puolestaan sattua kah-
della eri tavalla, siis todenndkdisyys on 2/36 jne. Ndin jatkaen voimme muodostaa to-
dennékoisyysjakauman:

Silméalukujen summa 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12

Todennakoisyys 1/3 | 2/3 | 3/3 | 4/36 | 5/36 | 6/36 | 5/36 | 4/36 | 3/36 | 2/36 | 1/36
6 6 6

Kertyméatodennakoi- 1/3 | 3/3 | 6/3 | 10/3 | 15/3 | 21/3 | 26/3 | 30/3 | 33/3 | 35/3 | 36/3

Syys 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6 6

Kertymatodennékdisyys voidaan laskea satunnaismuuttujan arvon ja kaikkien sita edel-
tavien satunnaismuuttujan arvojen todennéakdisyyksien summana. Kertyméatodennakaoi-
syydet ovat keskeisessé asemassa todennakoisyysjakaumia kaytettédessa. Eri jakaumien
kertymatodennakoisyyksia l0ytyy tilastotieteen kirjoista taulukoituna ja niita voidaan
laskea taulukkolaskennan funktioilla. Tdman vuoksi onkin syyté harjoitella erilaisten
tapahtumien todennékoisyyksien laskemista kertymatodennakdisyyksien avulla.

Edelld kuvatussa kahden nopan silmélukujen jakaumassa:

1 P(X<7) =15/36 = 5/12 (todennédkoisyys saada vahemman kuin jotain selviaa suo-
raan kertymatodennakdisyyden avulla)

1 P(X>9)=1-230/36 = 6/36 = 1/6 (todenn&kdisyys saada enemmaén kuin jotain selvi-
aa kertymatodennakdoisyyden komplementtina)

1 P(4<X<9) = 26/36 — 6/36 = 20/36 = 5/9 (todenndkdisyys saada jotain joltain valilta
selvidd kertyméatodennéakoisyyksien erotuksena)




Odotusarvo

Empiiriselle jakaumalle voidaan laskea keskiarvo. Palataan aiempaan esimerkkiin, jossa
heitettiin kahta kolikkoa 100 kertaa ja klaavojen lukumé&arén jakaumaksi saatiin:

klaavoja % heitoista

0 29 %
1 53 %
2 18 %

Koska heittoja oli 100 kappaletta, niin klaavojen kappalemaarat ovat samoja kuin pro-
senttiosuudet. Nain ollen keskiarvoksi saadaan
290 +530+18Q@
100
Voimme my6s madarittada keskiarvon eli odotusarvon todennékoisyysjakaumalle. Jos to-

dennadkoisyysjakauma tunnetaan, niin odotusarvo on satunnaismuuttujan arvojen to-
dennéakoisyyksilla painotettu summa.

=0,89

Aiemmin totesimme kahden kolikon heitossa klaavojen lukumaaran todennakaoisyysja-
kaumaksi:

klaavoja todenndkoisyys

0 25%
1 50 %
2 25 %

Klaavojen lukumaéran odotusarvo on klaavojen lukumaarien todennakdisyyksilla pai-
notettu summa:

0,25-0+0,5-1+0,25-2=1

Odotusarvot ovat keskeisid monissa sovelluksissa. Esimerkiksi vakuutusyhtiot ovat
kiinnostuneita tulevan vuoden vakuutuskorvausten odotusarvoista eri vakuutustyyppien
kohdalla, sijoittajat ovat kiinnostuneita sijoitusten tuottojen odotusarvoista ja kauppiaat
ovat kiinnostuneita tuotteiden kysynnan odotusarvoista.

Esimerkki. Suunnitelmissa olevan investoinnin osalta arvioidaan:

9 investoinnin kustannukset ovat seuraavan 10 vuoden aikana 100 000 euroa vuodes-
sa

1 korkeasuhdanteessa saadaan tuottoja noin 180 000 euroa vuodessa

1 matalasuhdanteessa saadaan tuottoja 110 000 euroa vuodessa

1 korkeasuhdanteen todennédkdisyys on tilastojen mukaan 0,40 ja matalasuhdanteen
0,60

Tietojen pohjalta voimme laskea investoinnin vuosituoton odotusarvon:
0,40-180 000+0,60-110 000=138 000
Tuoton odotusarvon avulla voidaan sitten arvioida onko investointi riittdvan kannattava.



Esimerkki. Arpajaisissa on 1000 arpaa. Voittoarpoja on 31:
91 500 euron voittoja on yksi

1 300 euron voittoja on 10

1 100 euron voittoja on 20

Maadrita arvan hinta siten, etta voiton odotusarvo on 55 % arvan hinnasta.
Lasketaan voiton odotusarvo:

L(:'*300 +£OO +£("100 =550
1000 1000 1000
Jotta voiton odotusarvo 5,50 euroa olisi 55 % arvan hinnasta, taytyy arvan hinnaksi

asettaa 10 euroa.

Esimerkki. Maahantuojalla on tilasto (perustuen aiemmin tehtyihin korjauksiin) auto-
malliin takuuaikana tehtdvista korjauksista:

1 50% autoista ei tarvitse tehda takuun piiriin kuuluvia korjauksia

1 20% autoista joudutaan tekemaan keskimaéarin 150 euroa maksavat korjaukset

1 25% keskimaarin 400 euroa maksavat korjaukset

9 loppuihin 600 euroa maksavat korjaukset.

Tietojen pohjalta voidaan maarittda, kuinka paljon takuun pitaisi lisata uuden auton hin-
taa. Riittad, kun laskemme korjauksiin kuluvan euromééran odotusarvon:

0,20-150+0,25-400+0,05-600=160

Esimerkki. Vakuutusyhtitissé hyddynnetdén laajasti erilaisiin ilmioihin liittyvia odo-
tusarvoja vakuutuksia hinnoiteltaessa. Tarkastellaan esimerkkiné yksinkertaista ulkoil-
matapahtuman jarjestdjalle myonnettdvaa sadevakuutusta. Ulkoilmatapahtuman jérjesta-
ja ottaa téllaisen vakuutuksen lieventaakseen mahdollisen sateen aiheuttamia tappioita.
Kiinnekohta, jonka perusteella vakuutus voidaan hinnoitella, on kyseisen ajankohdan
sateen todennakoisyysjakauma.

l A B C

1| sademaara {mm) todennakiisyys korvaus
2 02 53 % :

3 | 35 30 % 500

4| B-10 15 % 1000

5 | 11- 2% 3000

6|

7 |Korvauksen odotusarvo 360

Jos laskelmat tehdadn taulukkolaskentaa kéyttaen, niin ylla olevan taulukon tapauksessa
odotusarvo voidaan laskea kaavalla =SUMPRODUCT (B3:B5;C3:C5)
(TULOJEN.SUMMA). Taulukkolaskentamallissa on helppo kokeilla erilaisia korvaus-
summia eri sademéaérille ja seurata odotusarvon muutoksia.

Vakuutusyhtio tietenkin lisdd odotusarvoon oman katteensa.

~14 ~



Binomijakauma

Oletetaan onnenpyora, jota pyorayttamalla voittaa 15 % todennékoisyydelld. Useam-
paan onnenpyodran pyoraytykseen voidaan liittd4 todenndkoisyysjakauma kayttéen voit-
tojen lukumaaraa satunnaismuuttujana. Esimerkiksi viidelle py6raytykselle saadaan ja-
kaumaksi:

voittojen maara todennakaoisyys
44,3705 %
39,1505 %
13,8178 %
2,4384 %
0,2152 %
0,0076 %

O~ wdNDEF O

Jakauman todennékoisyyksien laskeminen perustuu binomijakaumaan. Binomija-
kaumaa voidaan soveltaa, jos satunnaisilmio ja satunnaismuuttuja toteuttavat seuraavat
ehdot:

1 Satunnaisilmiota toistetaan useita kertoja (toistojen méarad merkitéan n)

1 Satunnaismuuttujan arvot voidaan jakaa tdsmaélleen kahteen luokkaan, joiden to-
dennékoisyydet tiedetdén. Jos toisen todennékdisyytta merkitaan p, niin toisen to-
dennékoisyys on 1-p.

1 Satunnaismuuttujan arvojen todenndkaoisyydet pysyvét vakioina toistokerrasta toi-
seen.

Edella tarkasteltu onnenpyora toteuttaa mainitut ehdot:

1 Satunnaisilmiota toistetaan 5 kertaa
1 Satunnaismuuttujalla on kaksi arvoa: voitto, ei voittoa
1 Voiton todennakdisyys on vakio p = 15 %.

Binomijakauma-kaavalla voidaan laskea todennakdisyys sille, ettd satunnaisilmiota n
kertaa toistettaessa saadaan k kappaletta onnistumisia (onnistumisella tarkoittaa jom-
paakumpaa satunnaismuuttujan luokista). Binomijakauma-kaava on:

n! oy -k
ki - K)! ®@" @-p)

Esimerkiksi todenndkoisyys saada tasmélleen 2 voittoa onnenpydran viidessé pyorityk-
sessé lasketaan seuraavasti (n=5, k=2, p=0,15):

5
2(5 - 2)!
Kaava voi néayttdad mutkikkaalta, mutta sille 10ytyy selitys. Edelld kaavan alussa laske-
taan kombinaatio-kaavalla kuinka monella tavalla 2 voittoa voi esiintyd 5 pyorityksen

joukossa. Kaavan jalkimmaisessa osassa lasketaan yksittéisen kahden voiton kombinaa-
tion todennadkoisyys tuloperiaatteella (2 voittoa, 3 ei-voittoa).

®,15° 0,85° © 0,138178 =13,8178%

Muita esimerkkeja binomijakautuneista satunnaismuuttujista:

1 klaavojen méaré heitettdessd kolikkoa 10 kertaa

71 kuutosten maara heitettdessa kahta noppaa 24 kertaa

1 voittojen maaré ostettaessa 6 arpaa arpajaisista, joissa joka kolmas arpa voittaa
1 punaisten lukumaéara 15 ruletin pyorityksessa



9 viallisten lukumaara viiden tuotteen erdssa
71 ydinvoiman kannattajien méaéra 1000 henkilon otoksessa
1 ostavien asiakkaiden maaré sisdan saapuneista 100 asiakkaasta.

Esimerkki. Joka kolmas arpa voittaa. Katsotaanpa miten kay, kun ostetaan kuusi arpaa.

Voittojen lukumaéra noudattaa binomijakaumaa:

9 arvan osto toistetaan 6 kertaa (n=6)

9 arpavoi voittaa tai sitten ei, voiton todennakaoisyys p=1/3

1 Voiton todennékdisyys pysyy vakiona (oletetaan, ettd arpaeré on niin iso, ettei voit-
toarvon nostaminen olennaisesti muuta voiton todennakoisyytta seuraavilla arvoil-
la).

A | B | c | D
1 |Arvat
25
3 |Arpoja ostetaan (n) ]
| 4 |Voiton todennakdisyys (p) 33,3 %
5
6 |Todenndkoisyysjakauma “oittoja  Todennakdisyys Kertymé todennakiisyys
7 0 B8 % 88 %
8 1 263 % 351 %
9 2 329 % 680 %
10| 3 219 % 4900 %
11 4 82 % 8982 %
12 5 16 % 999 %
13 B 01 % 1000 %

Edella olevassa Excel-taulukossa solun C7 todennédkdisyys voidaan laskea funktiolla
=BINOMDIST(B7;$B$3;$B$4;0) (BINOMIJAKAUMA) ja solun D7 todennakdisyys
funktiolla =BINOMDIST(B7;$B$3;$B%$4;1). Viimeinen argumentti siis maarittaa laske-
taanko todenndkdisyytta vai kertymétodennékdisyyttd. Funktioita alaspdin kopioimalla
saadaan muiden rivien todennakdisyydet.

Esimerkki Kyselytutkimuksessa kaytettavaén otokseen voi sattumalta tulla hyvinkin eri-
lainen koostumus kuin kiinnostuksen kohteena olevassa perusjoukossa. Binomija-
kaumaa kayttaen voidaan helposti laskea kuinka todennakoista on saada kiinnostuksen
kohteena olevaa joukkoa vastaava otos. Oletetaan, ettd 50 % perusjoukosta vastustaa
uutta ydinvoimalaa. Nyt voimme laskea esimerkiksi kuinka suuri on todennakagisyys, et-
ta 1000 henkilon satunnaisotokseen sattuu 47 % - 53 % ydinvoiman vastustajia?

Funktiolla =BINOMDIST(530;1000;50%;1) selviéa, ettd todenndkoisyys korkeintaan
53 prosentille on noin 97,3 %. Funktiolla =BINOMDIST(470;1000;50%;1) selviaa, ett4
todenndkdisyys korkeintaan 47 prosentille on noin 3,1 %. Naiden erotuksena saadaan
todennékoisyys 94,2 % sille ettd vastustajia sattuu otokseen 47 % - 53 % .

Esimerkki. Hotellit ja lentoyhtiot ottavat yleisesti varauksia enemman kuin paikkoja on
tarjolla. Tdma perustuu kokemukseen siitd, ettd kaikki paikan varanneet eivét kuiten-
kaan saavu paikalle. No show -tapausten mééra vaihtelee, joten varmuudella ei voida
laskea soveliasta ylimadaraisten varausten lukumaarad. Todennakoisyysjakaumaa kaytta-
en voidaan kuitenkin laskea ylim&é&raisten varausten sovelias lukumaard, jos esimerkiksi
halutaan 95 % varmuus paikkojen riittavyydelle.



A B
1 Lentovuoron tai hotellin ylivaraukset
| 2 Voit muuttaa kehystettyja arvoja
3
| 4 Paikkoja [ 400
5
| B | No-show todennskbisyys | 5 %
| 7 | Show todenngkdisyys 95 %
g
| 9 |Varauksia [ 414
1
| 11 |Todennskbisyys, ettd paikat riitt vt 8955 %
12 Todennakbisyys, ettd paikat eivat riité 4 5%

Edella olevaa taulukkoa kéyttaen voidaan laskea riski paikkojen riittamattomyydelle.
Taulukon lahtotietoja (paikkojen mééarad, no-show todennakadisyys) voi vaihdella. Taulu-
kon solussa B11 on funktio =BINOMDIST(B4;B9;B7;1) ja solussa B12 on kaava
=1-B11.

Poisson-jakauma

Kun binomijakauman toistojen maaraa n kasvatetaan ja todennakdisyytta p pienenne-
taan, niin binomijakauman todennékdisyyden kaava l&hestyy raja-arvoa:

e
k!

Y114 olevan kaavan méérittelemaa Poisson-jakaumaa voidaan kayttaa jos toistojen méaéa-
ra n on suuri ja tarkasteltava tapahtuma on harvinainen (todennakdisyys p on pieni).
Toistojen maéaran ei itse asiassa tarvitse edes olla tiedossa. Ainoa kaavassa tarvittava tie-

to on odotusarvo 4, joka on tapahtumien keskimaaréinen lukumaéra (kuinka monta
kertaa tapahtuma keskim@arin on sattunut tarkasteltavana olevassa eréssg, aikavalissa
jne.). Kaavassa esiintyva e on luonnollisen logaritmijarjestelmén kantaluku, jonka li-
kiarvo on 2,718. Yleisimmin Poisson-jakaumaa sovelletaan tietyssa aikavalissé sattuvi-
en tapahtumien lukuma&éran tarkasteluun.

e

Esimerkki. Pankin konttoriin lounasaikana viiden minuutin aikana saapuvien asiakkai-
den mé&aran voidaan olettaa olevan Poisson-jakautunut. Toistojen méaré on suuri (kaikki
pankin asiakkaat) ja todennakoisyys, etta tietty satunnaisesti valittu pankin asiakas saa-
puu juuri kyseisen viiden minuutin aikana, on pieni. Poisson-jakauman kayttamiseksi
lounasaikana saapuvien asiakkaiden mééaraa pitéé tarkkailla viiden minuutin ajanjak-
S0issa, josta saadaan laskettua keskimé&arin viidessa minuutissa saapuvien asiakkaiden
maara.

Esimerkki. Tieliikenteessé vuosittain kuolevien lukumaérad voidaan mallintaa Poisson-
jakaumalla. Toistojen maaré on suuri (kaikki tieliikenteessa liikkuvat) ja todennakoi-
syys, etta tietty satunnaisesti valittu henkild kuolee juuri kyseisen vuoden aikana tielii-
kenteessd, on pieni. Poisson-jakauman kéayttamiseksi tarvitaan historiatietoja, joiden pe-
rusteella voidaan laskea keskimaérin vuodessa tieliikenteessé kuolleiden lukumé&ara.



Esimerkki. Ensiapuaseman johtajaa saattaa kiinnostaa tietad kuinka suurta potilasmaa-
raa ensiapuasemalle voidaan tietyssa tyévuorossa lauantai-iltana odottaa, jotta henkil6-
kunnan madré voitaisiin mitoittaa sopivaksi. Aikaisempien viikkojen ja kuukausien tie-
toja tarkastelemalla selvia, ettd keskimaarin ensiapuasemalle on saapunut lauantai-
iltaisin 3 potilasta tunnissa. Johtaja ajattelee, etté juurihan viime viikolla varauduttiin
kolmen potilaan kasittelyyn tunnissa, mutta tuloksena oli téysi kaaos ja joukko vihaisia
odotushuoneessa odottavia potilaita. Tarkastellaanpa pelkén keskiarvon sijasta todenné-
koisyysjakaumaa: Tietyssa aikavélissa saapuvien asiakkaiden méaran voidaan olettaa
noudattavan Poisson-jakaumaa.

A, | B | [ ] E

1 |Asiakkaiden saapuminen palvelupisteeseen

5 :Vnit muuttaa kehystettya aroa

3

4 |Keskiano

5

B Todennakiisyysjakauma asiakkaita todenndkdisyys keryma todennakidisyys  todenndkdisyys isommalle asiakasmaardlle

7| 1] 50 % 50 % 95,0 %
8 | 149 % 199 % 80,1 %
|9 | 2 224 % 423 % 577 %
110 | 3 22,4 % B4.7 % 35,3 %
111 | 4 16,8 % 815 % 18,5 %
112 ] 5 10,1 % 915 % B.4 %
113 | =] 50 % 96 B % 34 %
14 7 22% 988 % 1.2 %

Taulukon solussa C7 on funktio =POISSON(B7;$B$4;0) ja solussa D7 funktio
=POISSON(B7;$B%$4;1). Huomaa, ettd funktion viimeinen argumentti ilmaisee sen las-
ketaanko yksittaiseen lukumaaraan liittyva todennékoisyys (0) vai kertymétodennéakoi-
syys (1). Funktioita alaspéin kopioimalla saadaan muiden rivien todennakdisyydet. Jos
varaudutaan 6 potilaan vastaanottoon, niin taulukon mukaan riski isommalle potilas-
madralle on 3,4 %.

Esimerkki. Kodinkoneliike haluaa arvioida kuinka monta tietyn mallista TV:td kannat-
taa pitdé varastossa, kun tiedetdan keskimaaraiseksi viikkomyynniksi 5 kpl. Edellisen
esimerkin taulukosta saadaan pienin muutoksin tdhan esimerkkiin sopiva taulukko.
Keskimaardisen potilasméaéaran 3 tilalle kirjoitetaan TV:n keskimaarainen myyntimaara
5. Taulukosta voidaan tdman jalkeen etsia esimerkiksi lukumaérd, joka takaa riittavyy-
den 90 % varmuudella.

Normaalijakauma

Tahtitiede kehittyi ripein askelin 1500-luvulta l&htien. Tutkimusta haittasivat kuitenkin
epéatarkat mittaustulokset (esimerkiksi taivaankappaleiden etéisyyksid, sijaintia ja liik-
keitd mitattaessa). Epatarkkuus johtui mm. mittauslaitteiden kehittymattomyydesta ja
inhimillisista tekijoista. Jo Galileo Galilei tuli tulokseen, ettd mittausvirheet noudattavat
symmetristd jakaumaa ja ettd pienié virheita esiintyy useammin kuin suuria. Gauss ni-
minen saksalainen matemaatikko ja tahtitieteilija esitti vuonna 1809 lausekkeen jakau-
malle, jota mittausvirheet noudattivat. Nykyaan kyseisté jakaumaa kutsutaan normaali-
jakaumaksi.



Normaalijakauman lauseke méarittelee funktion, jolla on seuraavia ominaisuuksia:

1 se on satunnaismuuttujan arvon funktio

1 funktion arvojen laskemiseksi taytyy tietdd jakauman keskiarvo (odotusarvo) ja
keskihajonta

1 funktion kuvaaja on symmetrinen ns. Gaussin kellokéyrd, jonka huippu on keskiar-
von kohdalla

1 funktion alle jadva pinta-ala voidaan samaistaa todennékdisyyteen.

On tarkedd huomata, ettd normaalijakauman yhteydessé ei ole mielek&sta puhua yksit-
taisen satunnaismuuttujan arvon todennakoisyydestd. Normaalijakaumaa noudattava sa-
tunnaismuuttujahan on jatkuva eli voi saada mité tahansa arvoja tietylta valilta. T&lloin
yksittdiseen arvoon liittyva todennakdisyys on ainakin teoreettisesti ajatellen 0. YKksit-
taisten arvojen todennédkaoisyyksien sijasta on mielekésta puhua kertymatodennakoi-
syyksisté ja kertyméatodennakdisyyksien avulla voidaan edelleen laskea erilaisten vélien
todennékoisyyksia.

Kéytannossd normaalijakaumaa hyddynnetéan kertymatodennakoisyyksien avulla. Sa-
tunnaismuuttujan arvoon x liittyva kertymétodennakdisyys on kohdan x vasemmalle
puolella oleva kéayrén alapuolelle jaava pinta-ala.

Eri satunnaismuuttujan arvoihin liittyvia kertymatodennakdisyyksié voidaan laskea tau-
lukkolaskentafunktiolla =NORMDIST (x;odotusarvo;keskihajonta;1)
(NORM.JAKAUMA). Kertyméatodennékaéisyyksia on myos taulukoitu tilastotieteen Kir-
joihin.



Esimerkki. Alykkyysosamaaraa voidaan mitata tarkoitusta varten laaditulla testilla. Tes-
tin pisteytys on skaalattu sellaiseksi, ettd amerikkalaisten alykkyysosamaaré noudattaa
normaalijakaumaa N(100,16) (merkint& tarkoittaa normaalijakaumaa, jonka odotusarvo
on 100 ja keskihajonta 16).

Alykkyysosamaaraan 80 liittyva kertymatodennakaisyys on noin 10,6 %. Tama selviaa
taulukkolaskentafunktiolla =NORMDIST(80;100;16;1). Siis 10,6 % amerikkalaisista on
alykkyysosamaéaraltaan alle 80. Vastaavasti 89,4 % amerikkalaisista on alyk-
kyysosamaéaraltaéan yli 80.

Todennékoisyys, etta henkilon alykkyysosamaara on tdsmalleen 80, on ainakin teoreet-
tisesti ajatellen 0. Kaytanndssa ndin ei ehka ole, koska alykkyysosaméaratestin pisteytys
ei ole mielivaltaisen tarkkaa. Jos esimerkiksi testi pisteytetadn pisteen tarkkuudella, niin
todennakdisyys alykkyysosamaarélle 80 on varmasti selvasti nollasta poikkeava. Nor-
maalijakaumaa kaytettéessa kuitenkin oletetaan yksittaiseen satunnaismuuttujan arvoon
liittyvéksi todennékoisyydeksi 0.

Todennékoisyys, etta henkilon alykkyysosamaaré on valilla 80 - 110 saadaan selville
vahentamalla arvoon 110 liittyvésta kertymatodennédkdisyydesta (noin 73,4 %) arvoon
80 liittyva kertymatodennakaisyys (noin 10,6 %). Tulokseksi saadaan noin 62,8 %.

Entdpa jos halutaan tietdd minké alykkyysosamaéaran ylittaa alykkain kymmenesosa
amerikkalaisista? Kysyt&an siis satunnaismuuttujan arvoa, kun todennakaoisyys tunne-
taan. Téallaisten ongelmien ratkaisuun voidaan kayttaa taulukkolaskentafunktiota
=NORMINV (kertyméatodennakoisyys,odotusarvo,keskihajonta)
(NORM.JAKAUMA .KAANT). Funktio =NORMINV/(90%;100;16) antaa vastauksen
120,5.

Esimerkki. Oletetaan, etta aikaisemmista myyntitilastoista voidaan todeta, etta paivit-
taistavaran kysynnall lauantaisin on ollut keskiarvo 120 ja keskihajonta 15. Kauppias
voi kéyttdd normaalijakaumaa madarittaessadan seuraavan lauantain tilausméaéaraa kyseisen
paivittdistavaran kohdalla:

_ A B
1 lKeskiawu 120
2 |Keskihajonta 15
| 3 |Varmuus 95 %
4 |
S | Tilausmaara 145

Yllakuvatussa laskentamallissa voidaan kéyttad solussa B5 funktiota
=NORMINV(B3;B1;B2), joka palauttaa 145. Jos kauppias haluaa 95 % varmuuden ta-
varan riittavyydelle, niin hanen kannattaa tilata 145 kappaletta. Kauppias voi tietenkin
kayttad varmuusprosenttina muutakin kuin 95 %. Kaytettyyn taulukkolaskentamalliin
on helppo muuttaa lahtétietoja ja laskea tilausmaaria myos muille paivittaistavaroille.

Esimerkki. Paperikone voidaan saataa valmistamaan eri painoisia paperilaatuja

(80 grammaa/neliometri, 85 grammaa/neliometri jne.). Teollisesti valmistetun tuotteen
ominaisuudet kuitenkin vaihtelevat monien satunnaisten tekijoiden takia. VVaikka kone
on s&édetty valmistamaan 80 g paperia, niin paperi ei ole kauttaaltaan 80 g. Oletetaan,
ettd paperin tilaaja vaatii, ettd 90 % paperista taytyy olla yli 80 g. Minkélaista paperia
paperikone pitdisi saataa valmistamaan (paperin neliémetripainon odotusarvo on siis
séédettavissd). Oletetaan, ettd valmistusprosessiin ja kyseiseen paperikoneeseen liittyvé
keskihajonta on 2,5 grammaa/neliometri. Tehtéva voidaan ratkaista taulukkolaskenta-
mallilla:



A, B
1 |Keskiano 83,2100
2 |Keskihajonta 2 5000
3
4 | Satunnaismuuttujan amo | o0 0000
& |Todennakdisyys saada vahemman 99571 %
B |Todennakdisyvs saada enemman 90 0429 %

Solussa B5 on funktio =NORMDIST(B4;B1;B2;1) ja solussa B6 kaava =1-B5. Solun
B5 arvoja vaihtelemalla voidaan etsia arvoa, joka antaa 90 % todenn&koéisyyden saada
yli 80 g paperia. Ylla kokeilulla on etsitty sopiva keskiarvo kahden desimaalin tarkkuu-
della. Jos kaytannon sovelluksessa vaaditaan suurempaa tarkkuutta, niin voidaan jatkaa
kokeilua kolmannen desimaalin kohdalla.

Esimerkki. Var eli Value at risk on yleisesti kdytetty tyokalu sijoituskohteiden riskin ar-
viointiin. Jos tarkastellaan paivakohtaisia Var-lukuja, niin esim. 5 % Var-luku on sellai-
nen paivatuotto, jota heikomman péivatuoton todennakaisyys on 5 %. Jos sijoituskoh-
teen péivatuottojen oletetaan noudattavan normaalijakaumaa, niin Var-arvo voidaan
madrittad jakaumasta. Monilla sijoitusrahastoilla on kirjattu rahaston saéntéihin rajoi-
tuksia Var-luvuille (esimerkiksi rahaston 5 % Var-luku ei saa olla pienempi kuin -2 %).
Tallaiset sdannot sitovat sijoitusrahaston hoitajaa. Jos jonain pdivané Var-luku ei ole
sadantdjen mukainen, niin sijoitusrahaston kokoonpanoa joudutaan vaihtamaan vaharis-
kisempiin.

Oletetaan, etta sijoitusrahaston péivétuotto noudattaa normaalijakaumaa

N(0,06 %;2 %-yksikkod). Talloin 5 % Var-luku saadaan taulukkolaskentafunktiolla
=NORMINV(5%;0,06;2). Tulokseksi tulee noin -3,2 %. Sijoitusrahaston paivatappio
voi siis 5 % todenndkoisyydella olla -3.2% tai enemman. Jos rahaston sdantdjen mukaan
Var-luku ei saa alittaa -2 %, niin rahaston hoitajan on ryhdyttava toimenpiteisiin riskin
pienentamiseksi.

Edella olleista esimerkeista nahdaian normaalijakauman soveltuvan malliksi hyvin eri-
laisiin kdytannon tilanteisiin. Yhteisté edella tarkastelluille satunnaismuuttujille on, etté
niiden arvoihin vaikuttavat monet satunnaiset tekijat. Tama patee yleisemminkin: jos sa-
tunnaismuuttujan arvo méaaraytyy satunnaisesti lukuisten eri tekijoiden vaikutuksesta,
niin muuttuja yleensa noudattaa likimain normaalijakaumaa.

Normitettu normaalijakauma

Normaalijakaumaa, jonka keskiarvo on 0 ja keskihajonta 1 kutsutaan normitetuksi nor-
maalijakaumaksi. Jos normaalijakauman todenndkoisyyksid méadritetadn tilastotieteen
kirjoihin taulukoitujen kertymatodennakdisyyksien avulla, niin normitetun jakauman
tunteminen on tarke&a. Taulukoidut todenn&kdisyydet ovat nimenomaan normitetun ja-
kauman todennakoisyyksia. Eri keskiarvon ja keskihajonnan omaavien jakaumien valil-
14 on yhteys: Jos kahdessa normaalijakaumassa ollaan yhtd monen keskihajonnan paas-
sd keskiarvosta, niin kertymatodennakoisyydet ovat samat.

Esimerkki. Normitetussa jakaumassa N(0,1) todennakdisyys saada korkeintaan -1 on
noin 15,9 %. Taman perusteella jakaumassa N(120,20) todennakdisyys saada korkein-
taan 100 on my6s 15,9 %. Molemmissa jakaumissahan tarkastellaan jakauman kohtaa,
joka on yhden keskihajonnan pééssa jakauman keskiarvosta.



Joitain kaikille normaalijakaumille patevia todennakdisyyksié:

1 Todennékoisyys saada jotain véliltd keskiarvo +/- keskihajonta on noin 68 %
1 Todenn&koisyys saada jotain vélilta keskiarvo +/- 2 keskihajontaa on noin 95 %
1 Todenn&koisyys saada jotain vélilt4 keskiarvo +/- 3,3 keskihajontaa on noin 99 %

Normitettu satunnaismuuttuja tarkoittaa satunnaismuuttujaa, jonka arvot on muunnettu
normitettua jakaumaa vastaaviksi. Muunnoksessa on olennaista todennakdisyyksien sai-
Iyttdminen samoina. Edella jo todettiin, etta todenndkdisyydet sdilyvét kunhan pysytaan
yht&d monen keskihajonnan péésté keskiarvosta.

Esimerkki. Jakauman N(120,20) satunnaismuuttujan 100 normitettu arvo on -1, koska
100 on yhden keskihajonnan verran keskiarvon vasemmalla puolella.

Yleinen kaava satunnaismuuttujan normittamiselle on:

SAMA PINTA-ALA!

>

\ /

Kaavan yléosassa lasketaan vahennyslaskulla satunnaismuuttujan etisyys keskiarvosta.
Tulos jaetaan keskihajonnalla (kdytetddn perusjoukon keskihajontaa jos se tiedetaan).

Satunnaismuuttujan normittamista kéytetddn monissa tilastollisissa analyyseissé, mutta
my0s haluttaessa saada erilaiset muuttujat vertailukelpoisiksi keskenaan.

Eksponentiaalinen jakauma

Eksponentiaalisella jakaumalla on yhteys Poisson-jakaumaan. Jos tapahtumien luku-
maéra tietylla aikavélilla noudattaa Poisson-jakaumaa, niin tapahtumien valinen aika
noudattaa eksponentiaalista jakaumaa. Tavallisia eksponentiaalisen jakauman sovellus-
kohteita ovat:

1 palvelupisteeseen saapuvien asiakkaiden véliaika
1 palvelun kestoaika
1 komponentin kestoika.

Lahtotietona tarvitaan tapahtumien vélisen ajan keskiarvo p. Eksponentiaalisen ja-
kauman kertyméatodennékoisyys kohdassa x saadaan kaavasta

1-e/m

missa e on luonnollisen logaritmijérjestelmén kantaluku, jonka likiarvo on 2,718 ja 1 on
tapahtumien vélisen ajan keskiarvo. Jos esimerkiksi asiakkaita saapuu keskimaarin 3



minuutin vélein, niin seuraavan asiakkaan saapumiseen kuluu korkeintaan 2 minuuttia
todennakdisyydella

1- e

eli noin 0,4866 (48,66 %).

Excelissa eksponentiaalisen jakauman kertymatodennékoisyyksia lasketaan funktiolla
=EXPONDIST(x;1/u;1) (EKSPONENTIAALIJAKAUMA)

Askeisen esimerkin kertyméatodennakoisyys saadaan siis funktiolla
=EXPONDIST(2:1/3;1).

Excelissa ei ole erillista funktiota satunnaismuuttujan arvon laskemiseksi, kun kertyma-
todenndkdisyys tunnetaan. Satunnaismuuttujan arvo voidaan kuitenkin helposti ratkaista
kertymafunktion lausekkeesta, jolloin saadaan:

X =—u*n1-F)

missa P on kertymétodennakdisyys ja In luonnollinen logaritmi.



SIMULOINTI

Monia satunnaisilmi6itd voidaan mallintaa todennékdisyysjakaumien avulla. Jo yksin-
kertaisissakin tapauksissa on usein vaikeaa laskea todenndkoisyysjakaumien pohjalta
paatoksentekoa ohjaavia ratkaisuja. Varteenotettava vaihtoehto on ilmion jaljitteleminen
eli simulointi.

Simulointi perustuu todennakdisyysjakaumista arvottaviin satunnaislukuihin. Tietoko-
netta kayttden voidaan vaivatta simuloida samaa ilmiota kerta toisensa jalkeen ja tilas-
toida eri simulointikertojen lopputulemat. Yhteenvetona voidaan laskea tilastollisia tun-
nuslukuja, jotka antavat tietoa tarkasteltavasta ilmiosta.

Esimerkki. Tavaratalon kassoille tiettyyn aikaan péivésta saapuvien henkildiden méaraa
voidaan onnistuneesti mallintaa todennakdisyysjakaumalla. Samoin kassalle saapuvan
henkilon palvelemiseen kuluvaa aikaa voidaan mallintaa todennakdisyysjakaumalla. On
kuitenkin vaikea laskea mitéan analyyttisté ratkaisua sopivaksi kassojen lukuméaaréksi.
Simuloinnin avulla voidaan kuitenkin luoda kuvitteellinen tilanne, jossa arvotaan to-
dennékoisyysjakaumasta asiakkaita kassoille ja edelleen arvotaan kyseisille asiakkaille
palveluajat. Simulointia voidaan jatkaa, kunnes saadaan riittavan tarkka kuva jonon
muodostuksesta.

Seuraavassa esitellaan esimerkkeina joitain yksinkertaisia simulointimalleja, joihin voit
tutustua lahemmin Excel-esimerkkien avulla.

Satunnaislukujen arvonta Excelissa

Excelissé on satunnaislukuja arpova funktio RAND (SATUNNAISLUKU). Kyseinen
funktio arpoo satunnaisluvun, joka on vahintdan 0, mutta pienempi kuin 1. Funktio ar-
poo uuden satunnaisluvun joka kerta kun taulukkoa pdivitetaan tai painetaan F9-
nappainta.

Rahanheitto (http://myy.haaga-helia.fi/~taaak/m/simul.xIsx)

Jos haluat valjastaa RAND-funktion heittdamé&én kolikkoa, niin voit kayttad satunnaislu-
ku-funktiota yhdessa IF (JOS) -funktion kanssa:

=IF(RAND()<0,5;"kruunu";"klaava")

IF-funktio siis tutkii onko arvottu satunnaisluku alle 0,5 (kruunun todennakdisyys 0,5).
Jos on, niin soluun asetetaan arvo "kruunu". Muutoin soluun asetetaan arvo "klaava".

Vastaavalla tavalla voit simuloida mita tahansa binomijakautunutta satunnaisilmiota.

Nopanheitto (http://myy.haaga-helia.fi/~taaak/m/simu2.xIsx)

Jos haluat valjastaa satunnaisluku-funktion heittdmaan noppaa, niin IF-funktion kaytto
vaatisi useiden sisékkaisten IF-funktioiden ké&yttoéd. Parempi ratkaisu on kayttaa aputau-
lukkoa

~24 ~


http://myy.haaga-helia.fi/~taaak/m/simu1.xlsx
http://myy.haaga-helia.fi/~taaak/m/simu2.xlsx

A B 5
1 Todenndkdisyys Kumulatiivinen Silméluku
2 16,7 % 0,0 % 1
3 16,7 % 16,7 %o 2
4 16,7 % 33,3% 3
5 16,7 % 50,0 % 4
B 16,7 % 66,7 % 5
7 16,7 % 83,3 % 6

Aputaulukon todennédkdisyydet on laskettu kaavalla =1/6. Kumulatiiviset todennakai-
syydet on saatu laskemalla A-sarakkeen todennékoisyyksia yhteen. Huomaa, ettd kumu-
latiiviset todennédkdisyydet on sijoitettu taulukkoon totutun tavan vastaisesti: esimerkik-
si silméluvun 3 kohdalla oleva kumulatiivinen todennakdisyys ilmoittaa todennakdisyy-
den saada alle 3.

Noppaa voidaan heittad funktion VLOOKUP (PHAKU) avulla
=VLOOKUP(RAND();B2:C7:2)

Funktio hakee arvottua satunnaislukua hakutaulukon B2:C7 ensimmaisesta sarakkeesta
(VLOOKUP hakee aina hakuarvoa hakutaulukon ensimmaisesté sarakkeesta). Kun sa-
tunnaisluku tai sitd l1ahinné pienempi arvo 16ytyy B-sarakkeesta, niin funktio hakee vas-
taavalta rivilta silméluvun (argumentti 2 tarkoittaa, ettd funktio hakee tiedon hakutaulu-
kon B2:C7 toisesta sarakkeesta).

Jos funktio kirjoitetaan muodossa
=VLOOKUP(RAND();$B$2:$C$7;2)
niin sita voidaan kopioida muihinkin soluihin ja ndin simuloida usean heiton sarja.

Vastaavalla tavalla voit simuloida mité tahansa diskreettid satunnaisilmi6tg, jonka to-
dennékoisyysjakauman voit kirjoittaa Excel-taulukkoon.

Lehtikauppiaan ongelma (http://myy.haaga-helia.fi/~taaak/m/simu3.xIsx)

Lehtikauppias on tilastoinut iltapdivalehden kysyntéa. Kysynta vaihtelee jonkin verran
viikonpdivan mukaan. Lehtikauppias on laskenut tilaston perusteella kunkin viikonpéi-
van kysynnélle keskiarvon ja keskihajonnan. Tietyn viikonpéivén kysynnan voidaan
olettaa noudattavan normaalijakaumaa.

Lehtikauppiaan taytyy ilmoittaa etuké&teen tilattavien lehtien lukuméaaré. Lehtikauppias
pyrkii tietenkin tyydyttdmaan kysynnan mahdollisimman hyvin ja toisaalta hankkimaan
itselleen mahdollisimman korkean voiton. Simulointimallissa simuloidaan kysynnéan
ma&é&rd normaalijakaumasta ja lasketaan simulointikierrosten voiton keskiarvo, keskiha-
jonta, mediaani, minimi ja maksimi. Syottamalla taulukkoon erilaisia tilausmaaria, voi-
daan seurata voiton kayttaytymista ja 10ytadé optimaalinen tilausmaéara.

Lehtikauppias voisi solmia nk. palautussopimuksen, jolloin myymattdmisté lehdisté saa
tdyden hyvityksen lehtitalolta. Tassé tapauksessa lehden hinta on kauppiaalle korkeam-
pi. Taulukossa on laskettu voiton keskiarvo, keskihajonta, mediaani, minimi ja maksimi
myos lehtipalautussopimusta kaytettdessa. Nain lehtikauppias voi arvioida kannattaako

lehtipalautussopimusta solmia.


http://myy.haaga-helia.fi/~taaak/m/simu3.xlsx

Lehtikauppiaan ongelmassa lehden kysynté arvotaan normaalijakaumasta. Tdma voi-
daan tehda funktiolla

=NORMINV(RAND();keskiarvo;keskihajonta)
(=NORM.JAKAUMA . KAANT(SATUNNAISLUKU();keskiarvo;keskihajonta).

Tuotantolinja (http://myy.haaga-helia.fi/~taaak/m/simu4.xIsx)

Tuotteet saapuvat kasiteltaviksi kahden minuutin vélein. Ennen kasittely4 tuotteet tar-
kistetaan ja virheelliset hylataan ennen kasittelyn alkamista. Jos kasittelypiste on varat-
tu, niin tuotteet ja&vat jonoon ja otetaan késittelyyn kukin vuorollaan. Itse ké&sittelyn
kesto on 3 minuuttia.

Simulointimallin avulla voidaan tutkia muodostuuko késittelypisteesta pullonkaula.
Koska tuotteiden saapumisvéli (2 minuuttia) ja kasittelyaika (3 minuuttia) ovat vakioita,
niin ainoa kiinnostuksen kohde on hylattavien osuus késittelypisteeseen saapuvista tuot-
teista. Simuloinnin laht6tietona on hylkédysprosentti, jonka arvoa voidaan vaihdella.

Tieto siitd hylatdanko vai hyvaksytaanko tuote, saadaan arvottua funktiolla
=IF(RAND()<hylkaysprosentti;"hylkaa"; "hyvaksy")
(FJOS(SATUNNAISLUKU()<hylkaysprosentti;"hylkad™; "hyvaksy"))

Asiakaspalvelupiste (http://myy.haaga-helia.fi/~taaak/m/simu5.xIsx)

Simulointimallissa uusi asiakas saapuu satunnaisesti eksponentiaalista jakaumaa nou-
dattaen. Asiakkaan palveluaika vaihtelee normaalijakaumaa noudattaen. Simuloimalla
asiakkaiden saapumista ja palvelua voidaan seurata asiakkaiden odotusaikoja ja mahdol-
lista jononmuodostusta. Esimerkissa on simulointimalli sekd yhden palvelupisteen etta
kahden palvelupisteen simulointiin.

Seuraavan asiakkaan saapumisaika voidaan arpoa eksponentiaalisesta jakaumasta kaa-
valla (keskiarvo on asiakkaiden saapumisaikojen vélin keskiarvo)

= -keskiarvo*LN(RAND()) (= -keskiarvo*LUONNLOG(SATUNNAISLUKU()))


http://myy.haaga-helia.fi/~taaak/m/simu4.xlsx
http://myy.haaga-helia.fi/~taaak/m/simu5.xlsx

