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0 Johdanto

Tassd monisteessa esitetddn perusteet useamman selittdvan muuttujan lineaarisista
regressiomalleista. Lukijan oletetaan tuntevan entuudestaan ainakin seuraavat tilastolliset
tunnusluvut: keskiarvo, keskihajonta, varianssi ja korrelaatio. Edelleen lukijan oletetaan
hallitsevan tilastollisen paattelyn periaatteet, erityisesti p-arvon tulkinnan.

Laskentaan liittyvida matemaattisia yksityiskohtia esitetddn vain kohdissa, joissa siita arvellaan
olevan ymmaértamisen kannalta hy6tyd. Muilta osin laskennassa luotetaan tilasto-ohjelmien tai
taulukkolaskennan antamiin valmiisiin tuloksiin. Usean selittdvan muuttujan regressiomallien
laatiminen on vaativa ja laaja aihepiiri. Tassa monisteessa aihepiiria késitellaan
pintapuolisesti, karttaen regressiomallien laskennassa olennaista matriisilaskentaa ja
merkitsevyystestauksen taustalla vaikuttavia todenn@koéisyysjakaumia.

Joissain tapauksissa regressiomalli voidaan laskea taulukkolaskentaohjelmalla. Vakavammin
otettavaan mallintamiseen tarvitaan tilasto-ohjelmaa (esim. SPSS). Tassé monisteessa
annetaan tarpeelliset Excel ja SPSS ohjeet. Monisteessa viitatut aineistot 16ytyvét osoitteesta
http://myy.haaga-helia.fi/~taaak/m/

Lineaarisen regressiomallin avulla voidaan mallintaa yhden tai useamman selittdvan
muuttujan ja yhden selitettdvan muuttujan vélista riippuvuutta. Mallissa mukana olevien
muuttujien taytyy olla maaréllisia. Selittdvien muuttujien joukossa voi olla myds kategorisia
muuttujia.

Ennustava malli

Regressiomallia voidaan kayttaa ennustavana mallina. Esimerkiksi kiinteistovalittaja voi laatia
mallin, jonka avulla voidaan ennustaa myyntiin tulevien kesamékkien hintoja. Selittdvina
muuttujina voivat olla rantaviivan pituus, rakennusten pinta-ala ja tieto siitd onko mokki
sahkdistetty vai ei.

Selittava malli

Regressiomallia voidaan kéayttaa selittdvand mallina. Esimerkiksi asiakastyytyvaisyyden eri
osa-alueiden yhteytta kokonaistyytyvaisyyteen voidaan tutkia regressiomallin avulla. Hyvin
laadittu malli paljastaa kokonaistyytyvaisyyteen merkittavasti vaikuttavat osa-alueet. Liséksi
voidaan arvioida eri osa-alueiden suhteellista tarkeytta kokonaistyytyvéisyyden
maaraytymisessa.

Otoskoko

Regressiomalleja laadittaessa otoskoon on oltava riittava. Yhden selittdvan muuttujan malleja
voidaan menestyksellisesti laatia jo otoskoosta 20 alkaen. Useamman selittdvan muuttujan
mallien taakse suositellaan vahintaan otoskokoa 50, mutta mielellaan 100. Taman monisteen
esimerkeissa kaytetaan havainnollisuuden takia suosituksia pienempia otoksia.
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1 Keskiarvo ennustemallina

Tarkastellaan esimerkking aineistoa, joka sisaltdé eralla alueella myytyjen kesémokkien
myyntihintoja:

Myyntihintoja tuhansina euroina: 95, 95, 80, 100, 135, 100, 210, 160, 150, 150.

Myyntihintojen keskiarvoksi saadaan 127,5 (tuhatta euroa). Jos kaytettavissa ei ole muuta
tietoa kuin myyntihinnat, niin myyntihintoja voidaan mallintaa keskiarvon 127,5 avulla. Jos
pitaisi ennustaa myytévana olevan moékin myyntihinta, niin keskiarvoa voitaisiin kayttaa
ennusteena. Tarkastellaan, miten keskiarvo olisi toiminut ennusteena aineistossa olevien
myyntihintojen kohdalla. Taulukkoon 1 on laskettu myyntihinnan ja ennusteen (keskiarvo)
erotukset eli jadnnokset ja jaannosten neliot.

TAULUKKO 1. Kesdmokkien myyntihinnat, keskiarvot ja jadnnokset (n=10)

myyntihinta ~ myyntihintojen jaadnnokser
nro (tuhatta euroa) keskiarvo jaénnos nelio
1 95 127,50 -32,50  1056,25
2 95 127,50 -32,50  1056,25
3 80 127,50 47,50  2256,25
4 100 127,50 -27,50 756,25
5 135 127,50 7,50 56,25
6 100 127,50 -27,50 756,25
7 210 127,50 82,50 6806,25
8 160 127,50 32,50 1056,25
9 150 127,50 22,50 506,25
10 150 127,50 22,50 506,25
Jaannodsneliossumma 14812,50

Yleensa mallin antamien ennusteiden hyvyytta arvioidaan jaanndsten nelididen summan eli
jaanndsnelibsumman avulla. Esimerkkina olevan aineiston tapauksessa jaanndsnelidsummaksi
saadaan 14812,50. Voidaan osoittaa, ettd mikaan muu luku keskiarvon tilalla ei johda
pienempadn jadnndsneliosummaan. Tassd mielessa keskiarvo on siis paras mahdollinen
yksittainen tunnusluku ennusteeksi.

Téassa yhteydessa on hyva tarkastella jadnndsnelidsumman yhteytta tuttuihin vaihtelua
mittaaviin tunnuslukuihin varianssiin ja keskihajontaan. Myyntihinnat vaihtelevat keskiarvon
molemmin puolin ja jadnndsneliésumma kuvaa tatd vaihtelua. Vaihtelua keskiarvon
molemmin puolin mitataan yleisemmin varianssin tai keskihajonnan avulla. Varianssi saadaan
jakamalla jadnnosneliosumma vapausasteiden lukumaaralla. Tassé vapausasteita on 9
(havaintoja on 10), koska yksi vapausaste on menetetty keskiarvon laskennassa.

Varianssi = 14812,50/94 1 6 4 fkeskBhajonta saadaan ottamalla nelidjuuri varianssista).

Seuraavassa kehitamme mallin, johon otamme mukaan myyntihinnoissa esiintyvaa vaihtelua
selittdvia muuttujia. Tavoitteena on malli, joka selittdisi merkittavan osan myyntihintojen
varianssista (vaihtelusta) ja tuottaisi pienemman jaanndsneliésumman.
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2 Yhden selittdvan muuttuja n malli

Otetaan &skeiseen aineistoon mukaan rantaviivan pituus metreiné ja rakennusten pinta-ala
neliometreind. Kyseiset muuttujat arvatenkin selittdvat merkittavan osan myyntihintojen
vaihtelusta.

TAULUKKO 2. Kesdmokkien rantaviivat, pinta-alat ja myyntihinnat (n=10)

rakennusten myyntihinta
rantaviiva (m)  pinta-alanf  (tuhatta euroa)

30 50 95
35 42 95
40 25 80
50 30 100
55 45 135
60 24 100
60 60 210
70 34 160
80 32 150
85 28 150

Myyntihinnan riippuvuutta rantaviivan pituudesta ja rakennusten pinta-alasta voidaan arvioida
laskemalla korrelaatiokertoimet.

TAULUKKO 3. Rantaviivan ja pinta-alan korrelaatiot myyntihinnan kanssa

Korrelaatio myyntihinnan kanssa
Rantaviiva 0,64
Pinta-ala 0,48

Myyntihinta korreloi voimakkaammin rantaviivan pituuden kanssa. Valitaan talla perusteella
rantaviiva selittdvaksi muuttujaksi ja laaditaan lineaarinen regressiomalli rantaviivan pituuden
ja myyntihinnan valille.

Riippuvuutta mallintavan regressiosuoran yhtald lasketaan yleensé siten etta
jaanndsnelidsumma saadaan mahdollisimman pieneksi (pienimman neliGsumman menetelma).
Kaikkien suorien joukosta etsitaan siis se, jonka kohdalla jaanndsneliésumma saa pienimman
mahdollisen arvon. Tassa ei selitetd regressiomallin laskentaan liittyvia yksityiskohtia.
Voimme luottaa siihen, ettd tietokoneohjelmat osaavat laskea pienimmén neliGsumman
regressiosuoran.

Seuraavaan hajontakuvioon on piirretty pienimman nelidsumman suora. Lisaksi kuviossa on
nakyvilla regressiosuoran yhtald ja mallin selityskerroin (R?). Kuvion perusteella lineaarisen
regressiomallin kaytt6 on perusteltua, koska rantaviivan yhteys myyntihintaan vaikuttaa
lineaariselta.
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KUVIO 1. Myyntihinnan riippuvuus rantaviivan pituudesta

Kuviossa ylimpéna oleva havaintopiste on selvasti muista poikkeava. Muista poikkeavien
havaintojen kohdalla kannattaa miettid, onko havainto syyta pudottaa pois mallin laskennasta.
Téss4 asiaan ei kiinnitetd sen enempédé huomiota ja poikkeava havainto pidetd&dn mukana.

Regressiosuoraksi saadaan (kertoimia pyoristetty) y = 1,4128-x + 47,678, missé y on
myyntihinta (tuhatta euroa) ja x on rantaviivan pituus (m).

Rantaviivan pituuden edessa oleva kerroin 1,4128 (suoran kulmakerroin) on tulkittavissa
seuraavasti: 1 metri lisdé rantaviivaa merkitsee 1,4128 yksikkod eli 1412,8 euroa lisaa hintaa
(regressiomallin mukaan).

Mallin avulla voidaan laskea, minkalaisia ennusteita malli olisi antanut aineistossamme
oleville mokeille. Saamme ennusteet sijoittamalla malliin arvon x paikalle rantaviivan
pituuksia.

TAULUKKO 4. Rantaviiva selittdvand muuttujana

myyntihinta mallin
rantaviiva (m) (tuhatta euroa) ennuste jaannos jaannos
30 95 90,06 4,94 24,39
35 95 97,13 -2,13 4,52
40 80 104,19 -24,19 585,12
50 100 118,32 -18,32 335,51
55 135 125,38 9,62 92,53
60 100 132,44 -32,44 1052,66
60 210 132,44 77,56 6014,82
70 160 146,57 13,43 180,30
80 150 160,70 -10,70 114,50
85 150 167,76 -17,76 315,56
Jaannosneliosummi 8719,90
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Esimerkiksi ensimmaiseen myyntihintaan liittyva ennuste saadaan laskemalla:
1,4128L30+47,678a90, 06 (tuhatta euroa).

Taulukon 4 jaanndsneliosumma on 8719,90. Aiemmassa mallissa, jossa ennusteena kaytettiin
keskiarvoa, jadnndsneliosumma oli 14812,50. N&in ollen jadnndsnelidsumma on 14812,50 -
8719,90 = 6092,60 pienempi kuin keskiarvomallissa. TAmé& merkitsee sité, ettd osa hintojen
vaihtelusta on pystytty selittdméén rantaviivan pituuden avulla. Mallin selitysastetta kuvaava
nk. selityskerroin saadaan jakamalla selitetty jaddnndsnelioGsumma kokonaisneliGsummalla:
6092, 60/ 1481 2, 9% Qoimine tOdetagettainoindl, 1446myyhtihinnan
vaihtelusta voidaan selittdé rantaviivan pituuden vaihtelulla.

Jos selittdvaksi muuttujaksi otetaan rantaviivan sijasta rakennusten pinta-ala, niin tilanne
nayttaa seuraavalta:

250
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KUVIO 2. Myyntihinnan riippuvuus rakennusten pinta-alasta

Lineaarinen yhteys ei tdssé tapauksessa ole yhté selkea kuin rantaviivan tapauksessa, mutta
jonkinlaista lineaarista yhteyttd on havaittavista (tasta kertoo myds korrelaatiokerroin 0,48).
Ylimmainen havainto on jossain maérin muista poikkeava, mutta pidetdan se kuitenkin
mukana mallin laskennassa.

Malliksi saadaan (kertoimia pyoristetty) y=1,6456-x+66,614, missa y on myyntihinta (tuhatta
euroa) ja x rakennusten pinta-ala (m?).

Pinta-alan edessé oleva kerroin 1,6456 (suoran kulmakerroin) on tulkittavissa seuraavasti: 1
m? lisa4 rakennusten pinta-alaa merkitsee 1,6456 yksikkoa eli 1645,6 euroa lisaa hintaa
(regressiomallin mukaan).

Mallin avulla voidaan laskea, minkalaisia ennusteita malli olisi antanut aineistossamme
oleville mokeille. Saamme ennusteet sijoittamalla malliin arvon x paikalle rakennusten pinta-

aloj a. Esi mer ki ksi ensi mm2@iseen myynti hinta
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TAULUKKO 5. Rakennusten pinta-ala selittdvand muuttujana

rakennusten pinta  myyntihinta erotuksen
ala nf (tuhatta euroa) ennuste erotus nelio
50 95 148,89 -53,89 2904,39
42 95 135,73 -40,73 1658,76
25 80 107,75 -27,75 770,24
30 100 115,98 -15,98 255,39
45 135 140,66 -5,66 32,09
24 100 106,11 -6,11 37,30
60 210 165,35 44,65 1993,79
34 160 122,56 37,44 1401,51
32 150 119,27 30,73 944,20
28 150 112,69 37,31 1392,05
Jaannodsneliosummi 11389,72

Jaanndsneliosumma on 11389,72. Mallissa, jossa ennusteena kéytettiin keskiarvoa,
jaédnnosneliosumma oli 14812,50. N&in ollen jaddnndsneliosumma on 14812,50 7 11389,72 =
3422,78 pienempi kuin keskiarvomallissa. Mallin selitysastetta kuvaava selityskerroin saadaan

jakamalla selitetty ja@nnosneliosumma kokonaisneliossumma | | a :

3422,

23,1 %. Voimme todeta, etta noin 23,1 % myyntihinnan vaihtelusta voidaan selittaa
rakennusten pinta-alan vaihtelulla. Vertailun vuoksi palautettakoon mieliin, ettd rantaviivan
kohdalla selityskerroin oli 44,1 %.

78/ 14812

Nyt olemme valmiit rakentamaan mallin, johon otetaan yhté aikaa mukaan seké rantaviivan
pituus ja rakennusten pinta-ala. Arvatenkin ndin saadaan selityskertoimen valossa parempi
malli kuin mikaan edelld kasitellyista.

3 Useamman selittava n muuttuja n malli

Regressiomalliin voidaan ottaa useita selittdvid muuttujia. Itse asiassa hyvassa mallissa pitaisi
olla mukana kaikki olennaisesti tarkasteltavaan muuttujaan vaikuttavat selittavat muuttujat.
Useamman selittdvan muuttujan malli lasketaan siten ettd jadnndsnelidGsumma saadaan
mahdollisimman pieneksi. Tama tarkoittaa sitd, ettd malli selittdd mahdollisimman suuren
osan selitettdvan muuttujan vaihtelusta keskiarvonsa molemmin puolin. Jos myyntihintaa
selittaviksi muuttujiksi otetaan seké rantaviivan pituus ettd rakennusten pinta-ala, niin malliksi
saadaan (kertoimia pyoristetty):

y =1,9149-x; + 2,5545-X, T 75,210

Mallissa y on myyntihinta tuhansina euroina, X; rantaviivan pituus metreina ja x, rakennusten
pinta-ala neliometreind. Mallin kertoimet ovat tulkittavissa seuraavasti:

T

1 metri lisaé rantaviivaa merkitsee 1,9149 yksikkoda eli 1914,9 euroa lisaa hintaa, jos

oletetaan rakennusten pinta-alan pysyvan samana.

1 nelidmetri lisaa rakennuksen pinta-alaa merkitsee 2,5545 yksikkoa eli 2554,5 euroa lisaa

hintaa, jos oletetaan rantaviivan pituuden pysyvén samana.
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Kannattaa panna merkille, ettd rantaviivaan liittyvé regressiokerroin ei ole samansuuruinen
kuin aiemmassa mallissa, jossa selittdvana muuttujana oli ainoastaan rantaviiva. Mallin
kertoimet siis vaihtelevat sen mukaan mit4 muita muuttujia malliin otetaan mukaan. Ta&ma on
seurausta siita, ettd selittdvat muuttujat korreloivat keskenéan ja tata kautta voivat selittad
samaa vaihtelua. Selittdvien muuttujien korrelaation takia regressiokertoimien tulkinta
vaikeutuu, koska emme voi tietdd missd suhteessa molempien muuttujan selittdma vaihtelu on
jaettu muuttujien kertoimiin.

Taulukkoon 6 on laskettu mallin jadnndsneliosumma, joka on huomattavasti pienempi kuin
yhden selittdjan regressiomallissa. Kahden selittdjan malli selittdd tassa tapauksessa
myyntihintojen vaihtelua selvésti paremmin kuin kumpikaan tarkastelluista yhden muuttujan
malleista.

TAULUKKO 6. Rantaviiva ja rakennusten pinta-ala selittavind muuttujina

rakennusten myyntihinta

rantaviiva (m)  pinta-ala (nf)  (tuhatta euroa) Ennuste jaannos jaannos
30 50 95 109,96 -14,96 223,93
35 42 95 99,10 -4,10 16,83
40 25 80 65,25 14,75 217,57
50 30 100 97,17 2,83 8,00
55 45 135 145,06 -10,06 101,28
60 24 100 100,99 -0,99 0,99
60 60 210 192,96 17,04 290,48
70 34 160 145,69 14,31 204,85
80 32 150 159,73 -9,73 94,62
85 28 150 159,08 -9,08 82,51

jdénnoésneliésumma 1241,06

Jaannosnelibsumma on 1241,06. Jaannosneliosumma on 14812,50 7 1241,06 = 13571,44
pienempi kuin keskiarvomallissa. Mallin selitysastetta kuvaava selityskerroin on
13571, 44/ 14812 %5v0imnde toleta, Bttd rdin $,6 B thyynbihinnan
vaihtelusta voidaan selittdé rantaviivan pituuden ja rakennusten pinta-alan vaihtelulla.

4 Excel ja mallin laskeminen

Excelissé voit laskea regressiomallin analyysityokalujen Regression-toiminnolla. Jos kaytat
analyysity6kaluja ensimmaista kertaa, niin:

1. Napsauta 2 Office -painiketta ja valitse alhaalta Excel Options/Excelin asetukset
(Excel2010: File-Options/Tiedosto/Asetukset).

2. Valitse vasemmalta Add Ins/Apuohjelmat ja valitse sitten alhaalta Manage/Hallinta
-ruudusta Excel Add Ins/Excetapuohjelmat.

3. Valitse Go/Siirry .

4, Valitse luettelosta Analysis ToolPak/Analyysitydkalut ja valitse OK. Jos Excel

huomauttaa, ettd analyysitydkaluja ei ole asennettu, niin valitse YegKylla
asentaaksesi ne.

Aki Taanila 17.6.2010



Kun olet ottanut kayttoon analyysitytkalut, voit kdyttd4 Data/Tiedot-valilehden
Analysis/Analyysiryhméssé olevaa Data Analysis/Tietojen analysointi-komentoa.

Kun valitset analyysityokaluista tyokalun Regressionégressio niin paaset Regression-
valintaikkunaan:

Regressio |i|_|
Syothd - -DK
Y-sydttdalue: §053:4D513 5 —
- Peruuta
X-sydttdalue: SBS3:5C513 55
Ohje
| Otsikot Vakio on nolla I;/
Luotettavuustaso 95 %o
Tulostusasetukset
@ Tulostusalue: SAs21 R
Uusi laskentataulukko:
Uusi tyokirja
Jaanndkset
Jaannokset Jaannaskaavio
Mormalisoidut j&&nndkset Ennustekaavio
MNormaalitodennakoisyys
Mormaalitodennakbisyyden kaavio

Regression-valintaikkunassa:

1. Input Y Range:/Y -syo6ttdalue-ruutuun viittaus selitettdvan muuttujan arvoihin.

2. Input X Range:/X-syo6ttdalue-ruutuun viittaus selittdviin muuttujiin (muuttujien on
hyva olla vierekkéisissa sarakkeissa).

3. Valitse Labels/Otsikot, jos siséllytit otsikot syéttoalueiden viittauksiin.

4. Jos et halua tulosteita uuteen laskentataulukkoon, niin méaarita tulostusalue.

Regression Statistics/Regressiotunnusluvut-taulukosta 16ytyy korrelaatiokerroin (R) ja
selityskerroin (R Square). Excelin suomenkielisessa versiossa on virhe: selityskerrointa
kutsutaan virheellisesti korrelaatiokertoimeksi. Seuraavassa tulosteessa korrelaatiokertoimen
arvo on 0,957 ja selityskertoimen arvo on 0,916.

TAULUKKO 7. Excelin tulostamat regressiotunnusluvut

Regressiotunnusluvut

Kerroin R 0,957
Korrelaatiokerroin 0,916
Tarkistettu korrelaatiokerroin 0,892
Keskivirhe 13,315
Havainnot 10
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TAULUKKO 8. Excelin tulostamat kertoimet

Kertoimet Keskivirhe t Tunnusluvut P-arvo Alin 95% Ylin 95%
Leikkauspiste -75,210 23,688 -3,175 0,016 -131,224 -19,196
rantaviiva (m) 1,915 0,253 7,566 0,000 1,316 2,513
rakennusten pinta-ala m2 2,555 0,393 6,495 0,000 1,624 3,485

Viimeisestd tulostaulukosta saadaan regressiomallin kertoimet. Esimerkkitulosteemme
perusteella regressiomallin lauseke on y=1,915x,+2,555%,-75,210, missd y on myyntihinta
tuhansina euroina, X; on rantaviivan pituus metreind ja x, on rakennusten pinta-ala
nelibmetreind.

5 SPSS ja mallin laskeminen

1. Valitse Analyzei Regressiori Linearé
2. Siirré selitettdvad muuttuja Dependentruutuun. Siirrd selittdvat muuttujat
I ndependent(sjruutuun.
3. OK.
m Linear Regression |£|1
— 1 Dependent: W
& o ‘ + | &P Wyyrtibinta [hinta] | |7$J
¥ Rartaviva metreing [ran. .. Block 1of 1 | Plats. |
¥ Rakennusten pirta-ala ... | Save. |
ﬁl | Options... |
Independent(s): _—
@& Rantaviiva metreina [rantaviiva)
| « ‘ @& Rakennusten pinta-ala nelidmetreing [...
Method:  |Enter -
Selection YWariable:
Caze Labels:
WS Weight:
hd |
| Ok || Paste || Reset || Cancel || Help |

Model Summary i taulukosta 10ydéat korrelaatiokertoimen (R) ja selityskertoimen (R Square).

TAULUKKO 9. SPSS:n Model Summary -taulukko

Model Summary

miode Adjusted B Std. Error of
| R R Sguare Sruare the Estimate
1 Ha74 16 882 13,3145

a. Predictors: (Constanfy, Rakennusten pinta-ala nelidmetreind, Rantaviiva metreina
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Regressiomallin kertoimet 10ytyvét Coefficients-taulukon B-sarakkeesta.

TAULUKKO 10. SPSS:n Coefficients-taulukko

10

Coefficients™
Standardized
nstandardized Coeflicients Coefficients

Model B Std. Errar Beta 1 Sig).

1 (Caonstant) -T58,210 23,688 -3,174 B
Rantaviiva metreind 1,815 253 8BS Falils oo
Rakennusten pinta-ala
nelifmetraing 2,585 393 ,F46 6,495 .ooo

a. Dependent Yariahle: Myyntihinta

6 Mallin kayttdminen ennustamiseen ja selittamiseen

Ennustaminen

Mallin avulla voidaan laskea ennusteita. Ennustamisessa on huomioitava mallin kayttoalue.
Mallin kéyttoalue on kutakuinkin se alue, jolta oli havaintoja kaytettavissa mallia laskettaessa.
Jos mallia laskettaessa pisin rantaviiva oli 85 metrid, niin mallia ei ole syyta kayttaa esim. 150
metrin rantaviivalle. Emme nimittéin tieda jatkuuko rantaviivan ja myyntihinnan riippuvuus
samanlaisena havaintoalueen ulkopuolella.

Esim. Jos mokin rantaviivan pituus on 70 metrié ja rakennusten pinta-ala 30 m?, niin mallin
mukainen hintaennuste ony = 1,9149-70 + 2,5545-30 1 75,210 & 135,5 & 135 500 euroa.

Ennusteiden hyvyydesta saa jonkinlaisen arvion selityskertoimesta. Mité isompi
selityskerroin, sitd paremmin malli kykenee ennustamaan.

Selittaminen

Se, ettd selittdvat muuttujat istuvat hyvin malliin vahvistaa tietenkin kasitysta siita, etta
kyseiset muuttujat selittavat selitettdvad muuttujaa. Selittdvien muuttujien painoarvoa on
kuitenkin vaikea nédhda regressiokertoimista, jos muuttujien arvot ovat eri suuruusluokkaa.
Talléin kannattaa hyddyntaa normitettuja (standardoituja) regressiokertoimia eli nk. beta-
kertoimia. SPSS laskee beta-kertoimet Coefficientaulukon Beta-sarakkeeseen.
Esimerkissamme rantaviivan beta-kerroin on 0,869 ja rakennusten pinta-alan beta-kerroin
0,746. Tamén perusteella voimme sanoa, ettd rantaviivan painoarvo myyntihintaa selitettdessa
on suurempi kuin pinta-alan painoarvo. Tarkempi tulkinta beta-arvoille on seuraava:

9 Jos rantaviiva kasvaa yhden keskihajonnan verran (kyse on rantaviivan keskihajonnasta),
niin myyntihinta kasvaa 0,869 tuhatta euroa olettaen, ettd rakennusten pinta-ala ei samalla
muutu.

9 Jos rakennusten pinta-ala kasvaa yhden keskihajonnan verran (kyse on rakennusten pinta-
alan keskihajonnasta), niin myyntihinta kasvaa 0,746 tuhatta euroa olettaen, etta
rantaviiva ei samalla muutu.

Beta-kertoimia kuten regressiokertoimiakin tulkittaessa on my0s syyta pitdd mielessa, ettd
kertoimen arvo riippuu siitd mitd muita muuttujia malliin on otettu mukaan. Erityisesti, jos
selittdvien muuttujien valilla on voimakkaita korrelaatioita, niin seka regressiokertoimien ja
beta-kertoimien tulkintaan on suhtauduttava varoen.
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7 Poikkeavat havainnot

Selvésti muista poikkeavat havainnot vaikuttavat mallin kertoimiin. Td&man takia poikkeaviin
havaintoihin taytyy suhtautua kriittisesti:

T ovatko poikkeavat havainnot virheellisia tietoja
1 ovatko poikkeavat havainnot vaarin syotettyja tietoja
1 jos kyse ei ole virheestd, niin 16ytyyko poikkeaville arvoille luonnollinen selitys?

Kun poikkeavien havaintojen alkupera selvia4, niin seuraavaksi mietitdan onko hyva
pitédd havainnot mukana vai olisiko perusteltua jatt44 ne pois tarkasteluista:

1 jos virheelliset tai vadrin syotetyt tiedot voidaan korjata, niin ne voidaan pitaa
tarkasteluissa mukana

T jos virheellisille tai vadrin syotetyille tiedoille ei syysté tai toisesta saada korjattuja
arvoja, niin ne on syyta pudottaa pois tarkasteluista

1 jos poikkeavuudelle 16ytyy luonnollinen selitys, niin asiaa on ajateltava
tarkasteltavan ilmién kannalta.

Poikkeavat havainnot voidaan tunnistaa laatimalla kullekin selittdvalle muuttujalle
hajontakuvio, jossa selittdvda muuttuja on x-akselilla ja selitettdvd muuttuja y-akselilla.
Mallin laskemisen jalkeen kannattaa vield silmailla jaédnndskuviota (selitetaén
seuraavassa luvussa) mahdollisten poikkeavien havaintojen tunnistamiseksi.

8 Mallin tilastollinen merkitsevyys

Malli selittda selitettdvan muuttujan vaihtelua sitd paremmin mita korkeampi selityskerroin.
Pelkka selityskerroin ei kuitenkaan takaa mallin kayttokelpoisuutta. Kaytannon sovelluksissa
on tarkeintd, ettd malli toimii kdytannossa ja sen takana ovat riittavat kaytannon tilanteen
tuntemuksesta ja/tai teoriasta johdettavat perustelut. Erityisesti selittdvien muuttujien valinta
taytyy olla hyvin perusteltu. Varsinkin jos malliin mukaan otettavien selittdvien muuttujien
valintaan liittyy epdvarmuutta tai jos halutaan varmistua mallin tilastollisesta
merkitsevyydestd, niin seuraavassa esitettavat tarkastelut ovat tarpeellisia.

Edeltavyysehdot
Mallin edeltavyysehtojen voimassaolo takaa merkitsevyystestauksen patevyyden. Lineaaristen
regressiomallien edeltdvyysehdot ovat:

Selittdvien muuttujien ja selitettdvan muuttujan valilla on lineaarinen riippuvuus.
Jaanndsten varianssi on yhté suuri kaikilla selittdvien muuttujien arvoilla.
Jaannokset noudattavat normaalijakaumaa.

Jaannokset ovat toisistaan riippumattomia.

= =4 -8 =4

Seuraavassa tarkastellaan joitain helppokéyttoisia tapoja edeltavyysehtojen voimassaolon
tutkimiseen.
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Lineaarinen riippuvuus ja varianssien yhta suuruus
Lineaarisuutta ja jadnnosten varianssien yhté suuruutta kannattaa tarkastella jadnnoskuvion
avulla. Parhaiten tdhén sopii hajontakuvio, jossa x-akselilla on mallin ennustamat arvot ja y-
akselilla vastaavat jadnnokset. Jaadnnosten jakauma ndyttdd kuviossa kutakuinkin samalta
kaytettiinpd jaannoksia sellaisenaan tai normitettuna. On kuitenkin suositeltavampaa kayttaa
normitettuja (standardoituja) jadnnoksia. Normitettujen jadnnosten keskiarvo on 0 ja
keskihajonta 1. SPSS tarjoaa mahdollisuuden esittd4d myds ennusteet normitettuina.

Excelissd Regression-valintaikkunasta voidaan valita laskettavaksi Residualsfjaannoksetja
Standardized ResidualdNormalisoidut jAdnndkset

Regressio @
Syittd
OK
X-sydttdalue: $B83:5C513 FRa
Ohje
Otsikot [ vakio on nolla
D Luctettavuustaso a5 %o
Tulostusasetukset
@ Tulostusalue: SAS21
() Uusi laskentataulukko:
() Uusi tydkirja
Jaanndkset
JgEnnikset [] 188nn&skaavio

Normalisoidut ja&nnékset [7] Ennustekaavio

Mormaalitodennakbisyys
[ Normaalitodenniksisyyden kaavio

Excel tulostaa jaannokset yhdessa myyntihintojen kanssa siistiin taulukkoon, jonka pohjalta
on helppo laatia hajontakuvio.

SPSS:ssé Linear Regression i valintaikkunassa napsautetaan Plots-painiketta.

Linear Regression: Plots e
DEPENDNT Scatter 1 of 1
“ZPRED Previous
“DRESID
“ADJPRED L " 7RESID Help
“SRESID \:l
“SDRESID \:l X |*ZPRED

Standardized Residual Plots [ Produce all partial plots
[] Histogram

[ Nomal probability plat

Plots-valintaikkunassa siirretddn ZPRED (normitettu ennuste) x-akselin muuttujaksi ja
ZRESID (normitettu jaannos) y-akselin muuttujaksi. Seuraava kuvio on SPSS:n tulostama.
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Dependent Variable: Myyntihinta

-
i
1

-
=]
|

=]
[4,]
1

1,0

Regression Standardized Residual
[=]
T

\

L

th
|

T T T T
-2 -1 0 1 2

Regression Standardized Predicted Value
KUVIO 3. Jaanndskuvio

Esimerkkind kayttamadmme havaintoaineisto on pieni. Taman vuoksi jddnnéskuvion
perusteella ei voi sanoa paljonkaan. Jddnnoskuviosta ei kuitenkaan ole ndhtavissa mitaan
selkeité lineaarisuuden tai varianssien yhta suuruuden rikkomuksia.. Pisteet ovat kutakuinkin
satunnaisesti jakaantuneet jaannoskuvioon.

Seuraavassa on joitain esimerkkeja jadnnéskuvioiden tulkinnasta.

- ‘ L ™ - ™ - * .' L] * : : -
s ; : 2 v L - . * .o «* * . * o. . *
- * : .t . T * .. - .. : * - . . : -t
Siisti jadnndskuvio Yhteys ei ole Jaanndsten varianssien Kaksi poikkeavaa
lineaarinen yhté suuruus ei tayty havaintoa

KUVIO 4. Esimerkkeja jaannoskuvioista

Siistissé jaannoskuviossa pisteet ovat satunnaisesti jakaantuneet ilman mitaan
sd&dnndnmukaisuutta.

Jos riippuvuus ei ole lineaarinen, niin se yleensé nékyy pisteiden jonkin asteisena
saannonmukaisuutena. Kuvion 4 toisessa kuviossa on nahtavissa selva sdannénmukaisuus,
joten yhteys ei ole lineaarinen. Jadnnostermien tarkastelua ei pida sekoittaa hajontakuvioon,
jossa x-akselilla on selittdvan muuttujan arvot ja y-akselilla selitettdvan muuttujan arvot
(kyseisessa kuviossa kuvion 4 toisen kuvion kaltainen sddnnénmukaisuus ilmentaisi
nimenomaan lineaarista riipuvuutta).
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Jos pistejoukko on kiilamaisesti ryhmittynyt, niin se viittaa varianssien yhta suuruus ehdon
rikkomuksiin. Kuvion 4 kolmannessa kuviossa jadnnostermien varianssi kasvaa selvasté x-
akselilla olevien ennusteiden kasvaessa.

Jaannodskuviota kannattaa silmailla myos mahdollisten poikkeavien havaintojen varalta.
Yksittéiset poikkeavat pisteet viittaavat poikkeaviin havaintoihin, joiden kohdalla on
mietittdva mahdollista poisjattdmista koko mallista. Kuvion 4 viimeisessa kuviossa
ylimmainen ja alimmainen havainto ovat selvasti muista poikkeavia.

Kannattaa tarkastella myos erikseen kunkin selittdvan muuttujan kohdalla hajontakuviota,
jossa x-akselilla on selittdvan muuttujan arvot ja y-akselilla selitettdvdn muuttujan arvot tai
jaannokset. Naista kuvioista paljastuu mihin selittdvaan muuttujaan mahdolliset
edeltavyysehtorikkomukset tai poikkeavat havainnot liittyvat. Esimerkkiimme liittyvét
kyseiset hajontakuviot on jo esitetty luvussa 2.

Jos ehdot eivat tayty
Jos lineaarisuutta rikotaan, niin on mahdollista lisatd malliin ylimaaraisia muuttujia,
esimerkiksi muuttujan nelio (ei késitella tdssa monisteessa).

Jos jaannosten varianssien yhtd suuruutta rikotaan, niin sopivilla muuttujiin kohdistettavilla
muunnoksilla tilannetta voidaan korjata. Tassa monisteessa ei kasitelld muuttuja muunnoksia.

Malli voi k&ytdnnossa toimia vaikka jadnndsten varianssien yhté suuruutta jossain maarin
rikotaankin. Merkitsevyystestaukset ja ennusteille laskettavat luottamusvélit eivét kuitenkaan
talloin ole pétevia.

Jaannosten normaalijakautuneisuus

Jaanndstermien normaalijakautuneisuuden tarkasteluun sopii parhaiten
normaalijakaumakuvio. Excel ei tarjoa valmistoimintoa kunnollisen normaalijakaumakuvion
piirtdmiseen. SPSS:ssa Linear Regression 1 valintaikkunassa napsautetaan Plots-painiketta.
Plots-valintaikkunasta valitaan Normal probability plot .

Linear Regression: Plots X
Seatter 1of |
“ZFRED e _—
“ZRESID

“DRESID
“ADJPRED
“SRESID
“SDRESID

» | Y |*ZRESID | Help
|:| X |*ZPRED |

Standardized Residual Plots

Produce all partial plots
Histogram

| Mormal probahility plot

Normaalijakaumakuvion akselit on sopivien muunnosten avulla laadittu sellaisiksi, etta
normaalijakaumaa noudattavat havainnot sijoittuvat kuviossa suoralle viivalle. Jos kuviossa ei
ole havaittavissa isoja poikkeamia suoralta viivalta, niin jakauma voidaan olettaa normaaliksi.
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MNormal P-P Plot of Regression Standardized Residual

Dependent Variable: Myyntihinta

0,64

Expected Cum Prob
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KUVIO 5. Jadnnodsten normaalijakaumakuvio
Jonkin verran poikkeamia on nahtdvissa, mutta ei mitaan vakavia rikkomuksia.

Josehtoa rikotaan

Pienet poikkeamat normaalisuudesta eivét yleensé ole vakavia. Jos poikkeamat ovat isoja, niin
merkitsevyystestit ja ennusteille laskettavat luottamusvalit eivat ole patevia. Sopivilla
muuttujiin kohdistettavilla muunnoksilla tilannetta voidaan korjata. Téssa monisteessa ei
kasitella muuttujamuunnoksia.

Jaannosten riippumattomuus
Jaanndsten mahdollinen riippuvuus (nk. autokorrelaatio) voi muodostua ongelmaksi
aikasarjojen kohdalla. Aikasarjojen kohdalla tilanne voidaan tarkistaa hajontakuviolla, jossa
x-akselilla on havainnon jarjestysnumero (ajallisen jarjestyksen mukaan) ja y-akselilla
jaannokset (mielellaan normitetut). Jos pistejoukossa ei ndy satunnaisuudesta poikkeavaa
sdannénmukaisuutta, niin jaannokset voidaan olettaa toisistaan riippumattomiksi. Téssé
monisteessa ei kasitelld aikasarja-analyyseja eika nain ollen myoskaan menetelmia
autokorrelaation huomioimiseen.

Koko mallin merkitsevyys
Edella tehtyjen tarkastelujen perusteella voimme todeta, ettd esimerkissamme edeltavyysehdot
ovat siind maarin voimassa, ettd voimme kayttaa merkitsevyystesteja mallin merkitsevyyden
testaamiseen.

F-testilla testataan onko malli kokonaisuutena tilastollisesti merkitseva. F-testin tulokset ovat
luettavissa ANOVA-taulukosta.

Nollahypoteesi: Mallin kaikkien selittdvien muuttujien regressiokertoimet ovat nollia.
Vaihtoehtoinen hypoteesi: Ainakin yksi regressiokertoimista on nollasta poikkeava.
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Jos F-testin p-arvo on alle 0,050, niin nollahypoteesi voidaan hylata ja mallia voidaan talt4
osin pitdd merkitsevana.

TAULUKKO 11. SPSS:n ANOVA-taulukko

ANOVAS
Sum of
hode] Souares df Mean Sguare F Sig.
1 Regression 13571,437 2 6785710 38,274 ,oona
Residual 1241,063 7 177,295
Total 14812500 g

a. Predictors: {(Constant), Rakennusten pinta-ala nelidmetreind, Rantaviiva metreind
h. DependentWariahle: Myyntihinta

Esimerkissaimme p-arvo (Sig.) 0,000 on pienempi kuin 0,050, joten malli on tilastollisesti
merkitseva. Excelin suomenkielisessa versiossa p-arvo 16ytyy Excelin ANOVA-taulukon
kohdasta F:n tarkkuus.

Yksittaisten selittdvien muuttujien merkitsevyys
Yksittéisen selittdvan muuttujan osalta testataan t-testilla nollahypoteesia:

Nollahypoteesi: Selittdvddn muuttujaan liittyva regressiokerroin on nolla.
Vaihtoehtoinen hypoteesi: Kerroin on nollasta poikkeava.

Jos t-testin p-arvo on alle 0,050, niin nollahypoteesi voidaan hylata. Jos nollahypoteesi jaa
voimaan, niin muuttuja yleensa jatetddn mallista pois, ellei ole painavia teoreettisia tai
kaytannollisid perusteluja muuttujan pitdmiseksi mallissa. Taytyy kuitenkin huomioida, etta t-
testin p-arvo vaihtelee sen mukaan, mitd muita muuttujia malliin on otettu.

TAULUKKO 12. SPSS:n Coefficients-taulukko

Coefficients®
Standardized
Unstandardized Coefficients Coefficients

hoge B Std_Error Beta i Sin.

1 (Constant) -TR,210 23,688 -3175 016
Rantaviiva metreing 1,915 253 8G9 7. 566 Jaon
Rakennusten pinta-ala
nelifmetreing 28485 383 746 6,495 ,ooo

a. Dependent Yariahle: Myyntihinta

Esimerkissamme kumpaankin selittdvaan muuttujaan liittyvét p-arvot (Sig.) ovat alle 0,050 ja
siltd osin muuttujat sopivat malliin.
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Jos merkitsevyystestaukseen liittyvat edeltavyysehdot ovat taytetty, niin voimme maarittaa
regressiomallin kertoimille luottamusvélit. Excel tulostaa luottamusvalit suoraan. SPSS:ssa
taytyy valita Regression-valintaikkunassa Statistics-painikkeen alta Confidence intervals 95
% luottamusvali muodostetaan tulosteessa annetun alarajan ja ylarajan avulla.

TAULUKKO 13. Regressiokertoimien luottamusvalit SPSS:n Coefficients-taulukossa

Coefficients?

Unstandardized Standardized
Coefficients Coeflicients 95% Confidence Interval for B
Maodel B Std. Error Beta 1 Sig. Lower Bound | Upper Bound
1 (Constant) -75,210 23,688 -3,175 016 -131,224 -19,196
Rantaviiva metreina 1915 253 869 7,566 ,000 1,316 2513

Rakennusten pinta-ala

nelibmetreing 2 555 393 746 6,495 000 1,624 3485

a. Dependent Variable: Myyntihinta

Esimerkiksi rantaviivaan liittyva kerroin on mallissa 1,915 ja sen 95 % luottamusvéli on 1,316
i 2,513.

Ennusteen luottamusvali

On térke&4 erottaa toisistaan kaksi ennustetta, keskiarvoennuste ja yksittaistapauksen ennuste:

1. Tiettyihin selittdvan muuttujan arvoihin voi kdytannossa liittya erilaisia selitettavan
muuttujan arvoja. Esimerkkimme tapauksessa kaksi mokkia voivat olla erihintaisia vaikka
niilla on samanpituinen rantaviiva ja yhta suuri rakennusten pinta-ala. Mallin avulla
voidaan ennustaa tiettyihin selittdvdn muuttujan arvoihin liittyvaa keskiarvoa (esimerkiksi
tietyn rantaviivan ja rakennusten pinta-alan omaavien mokkien keskiarvohintd.

2. Voimme myds ennustaa tiettyihin selittdvan muuttujan arvoihin liittyvaa yksittaistapausta
(esim. tietyn mokin hintaa).

Ennustimmepa sitten keskiarvoa tai yksittdistapausta, niin ennusteen arvo on sama. Sen sijaan
luottamusvéli on keskiarvon kohdalla pienempi kuin yksittaistapauksen kohdalla. Keskiarvo
saadaan siis ennustettua tarkemmin kuin yksittaistapaus.

Ennusteen luottamusvali vaihtelee my®s sen mukaan kuinka kaukana havaintojen keskiarvosta
ollaan. Mit& kauempana havaintojen keskiarvosta ollaan, sitd epatarkemmiksi ennusteet
kayvét. SPSS osaa laskea havaintojen perusteella laskettujen ennusteiden luottamusvalit.
Naiden avulla voit arvioida mallin antamien ennusteiden tarkkuutta.

9 Napsauta SPSS:n Regression-valintaikkunassa Savepainiketta.
9 Valitse Save-valintaikkunasta Predicted Valuesi otsikon alta Unstandardized seké
Prediction Intervals -otsikon alta Mean ja/tai Individual .

Tuloksena saat SPSS-aineistoon uusia muuttujia:
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TAULUKKO 14. SPSS-aineistoon lasketut ennusteiden luottamusvalit

nro | rantaviiva| ala | hinta] PRE 1 LMCI 1 UMCI 1 LICI 1 UICI 1

30| B0 95| 109.9642 | 9047825 | 1294502 | 7293672 | 1469918
35 42| 95| 9910241 | B83,29822 | 1149066 | 6387307 | 1343317
40| 25| 80| 6524972 | 4553841 | 8496103 | 2510312 102 3963
50( 30| 100| 9717139 | B84.05182 | 1102910 | 63,06190 | 131.2809
55| 45| 135| 1450640 | 1327669 | 1573611 | 1112623 | 1788656
60 24| 100| 1009931 | 8568347 | 1162978 | 6598503 | 136.0012
60 60| 210 | 1929566 | 168,6981| 2172151 | 153,2098 | 2327034
70| 34| 160 | 1456875 | 1331008 | 1582742 | 1117794 | 1795956
80| 32| 150 | 1597274 | 143,0358 | 1764189 | 124,0911| 1953636
85| 28| 150 | 159.0837 | 1397729 | 1783946 | 1221481 | 196.0194

Sfjlw|lcm|l=|lo|rm|&= W]k —
S| o~ | oy | W R —=

—
-

1 PRE_1 = Havaintoja vastaavat mallin antamat ennusteet.

1 LMCI = Lower Mean Confidence Interval eli ennustetun keskiarvon luottamusvélin
alaraja.

1 UMCI = Upper Mean Confidence Interval eli ennustetun keskiarvon luottamusvélin
ylaraja.

9 LICI = Lower Individual Confidence Interval eli ennustetun arvon luottamusvélin alaraja.

1 UICI = Upper Individual Confidence Interval eli ennustetun arvon luottamusvélin alaraja.

Esimerkiksi mokin nro 1 tiedoilla mallin antaman keskiarvohinnan luottamusvéli on 90,478 -
129,450 (tuhansina euroina). Ensimmaisen mokin tiedoilla mallin antaman yksittaisen mokin
hinnan luottamusvali on 72,937 7 146,992 (tuhansina euroina). Luottamusvalit ovat
esimerkissamme isoja. Tama on ymmarrettavad, koska esimerkkimme otos (n=10) on liian
pieni kayttokelpoisen mallin laatimiseen.

9 Selittdvien muu ttujien valitseminen

Mieluiten regressiomalliin mukaan otettavat selittavat muuttujat ovat teorian ja/tai kaytannon
perusteella etukéteen tiedossa. Jos taas malliin mukaan otettavat selittdvat muuttujat taytyy
valita isommasta joukosta mahdollisia selittdvia muuttujia, niin tarvitaan kriteerit muuttujien
valinnalle. Tarjolla on erilaisia kriteereja joiden kéyttd voi johtaa erilaisiin malleihin. Kyse
onkin viime kadessa kompromissista eri kriteerien, kdytannollisen toimivuuden ja
edeltavyysehtojen valilla.

Seuraavassa tarkastellaan selityskertoimen ja t-testin kaytt6d muuttujien valinnan tukena seka
varoitetaan kolineaarisuuden ja multikolineaarisuuden vaaroista.

Selityskerroin ja korjattu selityskerroin
Kuten aiemmin on todettu, niin selityskerroin ilmaisee kuinka monta prosenttia
jaanndsnelidsummasta saadaan mallin avulla selitettyd. Toisin sanottuna selityskerroin on
mitta selitetyn vaihtelun prosenttiosuudelle. Nain ollen selityskerroin on mitta mallin
hyvyydelle. Mita suurempi selityskerroin on, sitd parempi malli on. Selityskerrointa voidaan
hyodyntaa otettaessa malliin uusi selittdva muuttuja. Jos uuden selittdvan muuttujan mukaan
tuominen kasvattaa selityskerrointa merkittavasti, niin muuttujan mukaan ottaminen on
perusteltua.
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Yleensa uuden muuttujan tuominen malliin kasvattaa aina selityskerrointa (ei ainakaan
pienenna sitd). Selityskertoimen perusteella malliin voidaan ottaa sellaisiakin muuttujia, jotka
eivat oikeasti malliin kuulu. Taman valttamiseksi selityskertoimen liséksi kannattaa tarkastella
my0s tarkistettua selityskerrointa (Adjusted R Square). Tarkistettu selityskerroin huomioi
my6s malliin mukaan otettujen selittdvien muuttujien lukumaarén. Tarkistettu selityskerroin
Vvoi jopa pienentyéd uuden muuttujan my6td. Monet tutkijat suosittelevat korjatun
selityskertoimen kéyttoa paatettdessé kannattaako uusi muuttuja ottaa malliin mukaan. Jos
uusi muuttuja lisda korjatun selityskertoimen arvoa merkittévasti, niin muuttuja kannattaa
ottaa malliin mukaan.

T-testin p -arvo
Muuttujaa, jonka regressiokertoimeen liittyvan t-testin p-arvo on yli 0,050 ei voida pitéé
tilastollisesti merkitsevind selittdjind. Jos on vahvat teoreettiset tai kéytdnnosta lahtevat
perusteet, niin malliin voidaan ottaa mukaan hieman suuremmankin p-arvon omaavia
muuttujia. T-testin p-arvoa seurattaessa kannattaa pitadd mielessd, ettd muuttujaan liittyva p-
arvo riippuu siita, mitd muita muuttujia mallissa on mukana. Taman vuoksi ennen lopullisia
padtoksid kannattaa kokeilla erilaisia selittdvien muuttujien yhdistelmia sisaltavia malleja.

Kolineaarisuus ja m ultikolineaarisuus
Kolineaarisuus tarkoittaa kahden muuttujan valista korrelaatiota ja multikolineaarisuus
useamman muuttujan vélista korrelaatiota. Selittdvien muuttujien véliset korrelaatiot
vaikeuttavat regressiomallin tulkintaa.

Havainnollistetaan kolineaarisuuteen liittyvia ongelmia karjistetyn esimerkin avulla. Otetaan
esimerkkiaineistoomme mukaan tontin pinta-ala.

TAULUKKO 15. Aineisto, jossa voimakas kolineaarisuus

rakennusten  tontin pinta- myyntihinta
rantaviiva (m)  pinta-ala nf alam? (tuhatta euroa)
30 50 1900 95
35 42 2200 95
40 25 2600 80
50 30 3050 100
55 45 3300 135
60 24 3500 100
60 60 3250 210
70 34 3700 160
80 32 4500 150
85 28 4800 150

Tontin pinta-ala korreloi voimakkaasti rantaviivan pituuden kanssa. Korrelaatiokerroin on
0,99. Edella olemme todenneet, ettd rantaviivan pituus selittdd melko hyvin myyntihinnan
vaihtelua. Koska tontin pinta-ala on lahes suorassa yhteydessa rantaviivan pituuteen, niin
my0s tontin pinta-ala selittdd myyntihinnan vaihtelua. Itse asiassa rantaviivan pituus ja tontin
pinta-ala selittavat pitkélti samaa myyntihinnassa esiintyvaa vaihtelua.

Jos laskemme regressiomallin, jossa myds tontin pinta-ala on selittdvana muuttujana, niin
saamme omituisia tuloksia.
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TAULUKKO 16. Eikd tontin pinta-alan kasvu kasvatakaan mokin hintaa

Coefficientsa
Unstandardized Standardized
Coefficients Coefficients

Model B Std. Error Beta 1 Sig.

1 (Constant) -23,.304 38,197 - 610 564
Rantaviiva metreina 4880 1,827 2,215 2672 037
Rakennusten pinta-ala
nelismetrein 2104 448 15 4 695 003
Tontin pinta-ala - 062 038 -1,401 -1,636 153

a. Dependent Variable: Myyntihinta

Tontin pinta-alaan liittyva regressiokerroin on negatiivinen (-0,062). T&ma on ristiriidassa sen
kanssa, ettd myyntihinta yleensé kasvaa tontin pinta-alan kasvaessa. Selitys omituisuuteen on
se, ettd tontin pinta-alan selittdma vaihtelu on sisdanrakennettu rantaviivan pituuden
regressiokertoimeen. T&std on syyta oppia, ettd regressiokertoimien tulkinnat voivat menna
taysin pieleen, jos selittdvien muuttujien vélilla on voimakkaita korrelaatioita.

Toinen merkille pantava asia on tontin pinta-alan regressiokertoimeen liittyva t-testin p-arvo
0,153. Tdmé on suurempi kuin 0,050, joten tontin pinta-ala ei selita tilastollisesti merkitsevasti
myyntihinnan vaihtelua. Selitys tdhankin omituisuuteen on sama. Jos tontin pinta-alan
selittdmé vaihtelu on sisdénrakennettu rantaviivan pituuden regressiokertoimeen, niin tontin
pinta-ala ei endé nayta selittdvan myyntihinnan vaihtelua. Jos kuitenkin jattaisimme
rantaviivan pituuden pois mallista, niin huomaisimme tontin pinta-alan selittdvan tilastollisesti
merkitsevasti myyntihinnan vaihtelua.

TAULUKKO 17. Tontin pinta-ala selittdd myyntihinnan vaihtelua

Coefficients?
Unstandardized Standardized
Coefficients Coefficients
Model B Std. Error Beta 1 Sig.
1 (Constant) -101,806 33,441 -3,044 019
Rakennusten pinta-ala
nelidmetraina 2,798 500 BT 5,598 001
Tontin pinta-ala 038 006 BEY 5,052 001

a. Dependent Variable: Myyntihinta

Tasta on syyta oppia, etté t-testin kdyttd on kyseenalaista, jos selittdvien muuttujien vélilla on
voimakkaita korrelaatioita.

Mahdollinen kolineaarisuus selviaé tarkastelemalla selittavien muuttujien vélisia
korrelaatiokertoimia. Yksikasitteista rajaa mallin kannalta haitallisille korrelaatiolle ei ole.
Asiaan kannattanee kiinnittad huomiota, jos selittdvien muuttujien vélilla on itseisarvoltaan yli
0,70 suuruisia korrelaatioita.

SPSS:ll1a voidaan laskea kullekin selittavalle muuttujalle tunnusluvut, jotka mittaavat
kolineaarisuutta/multikolineaarisuutta. Jos valitset SPSS:n Regression-valintaikkunassa
Statisticsja valitset laskettavaksi Collinearity diagnostics, niin saat tulostaulukkoon
tunnusluvut Tolerance ja VIF. Tunnusluvut ovat yhteydessa toisiinsa seuraavasti: Tolerance =
1/VIF.
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TAULUKKO 18. Toleranssit

Coefficients®
nstandardized Standardized
Coefficients Coefficients Collinearity Statistics

Model B Std. Erraor Beta t Sig. Tolerance VIF
1 (Constant) -23,304 38197 - 610 hEd4

Rantaviiva metreind 4,880 1,827 2215 2672 037 014 71,203

Rakennusten pinta-ala

nelismetreina 2104 A48 615 4,695 003 564 1774

Tontin pinta-ala - 062 038 -1,401 -1,636 153 013 75962

a. Dependent Variable: Myyntihinta

Toleranssi on se osuus selittdvdn muuttujan vaihtelusta, jota muut mallissa olevat selittavat
muuttujat eivat selitd. On tietenkin sitd parempi, mit4 lahempand ykkdosté toleranssin arvo on.
Yksikasitteistd rajaa mallin kannalta haitalliselle toleranssille ei ole. Asiaan kannattaa
kiinnittdd huomiota ainakin jos toleranssi on pienempi kuin 0,20 (VIF suurempi kuin 5).
Edelld rantaviivan ja tontin pinta-alan toleranssit ovat selvasti pienempia kuin 0,20.

Jos mallia kdytetdén ainoastaan ennusteiden laskemiseen, niin
kolineaarisuus/multikolineaarisuus ei ole haitallista.

10 Kategorisen muuttujan kayttd selittdvana muuttujana

Padsaantoisesti lineaarisen regressiomallin selittdvat muuttujat ovat maarallisia muuttujia. Jos
kategorista muuttujaa kaytetdan selittdvana muuttujana, niin se koodataan dikotomiseksi
(kaksiarvoiseksi) nk. dummy-muuttujaksi.

Esimerkking kayttamassamme tapauksessa selittdvand muuttujana voisi tulla kyseeseen mokin
sahkoliittyma. Sahkaliittyman mahdollinen olemassaolo koodataan dummy-muuttujaksi siten,
ettd O=ei séhkoliittymaa ja 1=sahkoliittyma.

TAULUKKO 19. Mukana dummy-muuttuja

rakennusten myyntihinta
rantaviiva (m)  pinta-ala nf sahkoliittyma (tuhatta euroa)

30 50 0 95

35 42 0 95

40 25 1 80

50 30 1 100
55 45 0 135
60 24 1 100
60 60 1 210
70 34 1 160
80 32 0 150
85 28 0 150

Ottamalla séhkéliittyma rantaviivan ja rakennusten pinta-alan ohella selittdvaksi muuttujaksi
saadaan malli: y = 1,9750-x; + 2,7758-x, + 20,2988 -x3 i 96,941, missa X; = rantaviiva, X, =
rakennusten ala ja xs = séhkoliittyma.
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TAULUKKO 20. Malli, jossa on mukana kategorinen selittdva muuttuja

Model Summary

Adjusted Std. Error of
Madel R R Square R Square | the Estimate

1 9918 982 973 6,682

4. Predictors: (Constant), Sahkd, Rantaviiva metreina,
Rakennusten pinta-ala nelidmetreina

ANOVAP
Sum of
Madel Squares df Mean Square F Sig.
1 Regression |14544 595 3 4348 1938 108,580 Joop=
Residual 267,905 G 44 651
Total 14812500 9

a. Predictors: (Constant), S&hks, Rantaviiva metreind, Rakennusten pinta-ala
neliémetreing

b. Dependent Variable: Myyntihinta

Coefficientsa
Unstandardized Standardized
Coefficients Coefficients

Model B Std. Error Beta 1 Sig.

1 (Constant) -06,941 12 767 -7.,583 000
Rantaviiva metreina 1,875 128 897 15470 oon
Rakennusten pinta-ala
nelismetreins 2776 203 a1 13,674 000
Sahkd 20,299 4 348 264 4 668 003

a. Dependent Variable: Myyntihinta

Mallin mukaan sahkoliittyma lisdéd mokin hintaa 20,299 tuhatta eli 20299 euroa. Mallin
jaanndsnelidsumma on 267,905 (vrt. 1241,06 mallissa, jossa selittajina olivat rantaviiva ja
rakennusten pinta-ala). Selityskertoimeksi saadaan 98,2 % (vrt. 91,6 % mallissa, jossa
selittdjind olivat rantaviiva ja rakennusten pinta-ala). Sahkon regressiokertoimelle lasketun t-
testin p-arvo on 0,003. Néin ollen séhkd sopii hyvin mallimme selittavaksi muuttujaksi.

Jos selittavaksi muuttujaksi halutaan useampia kategorioita sisaltava kategorinen muuttuja,
niin se koodataan useammaksi dummy-muuttujaksi.

Esim. Jos ottaisimme esimerkissaimme selittavaksi muuttujaksi mokin rannan ilmansuunnan
(eteld, pohjoinen, ité, lansi), niin se voidaan koodata kolmen dummy-muuttujan avulla:

9 pohjoinen, joka saa arvon 1 ilmansuunnan ollessa pohjoinen, muutoin arvon 0.
9 it4, joka saa arvon 1 ilmansuunnan ollessa itd, muutoin arvon 0.
9 lansi, joka saa arvon 1 ilmansuunnan ollessa lansi, muutoin arvon 0.

Huomaa, ettd dummy-muuttujia tarvitaan yksi vahemman kuin kategorioita. Askeisessa
esimerkissa etelé tulee koodatuksi siten, ettd muuttujat pohjoinen, ita ja lansi saavat kaikki
arvon 0. Regressiokertoimia tulkitessa esim. pohjoisen regressiokerroin ilmoittaisi hintaeron
verrattaessa eteldén.
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Jos useita kategorioita sisaltdvad muuttuja koodataan dummy-muuttujiksi, niin yksittaisten
dummy-muuttujien regressiokertoimien t-testien p-arvoihin ei kannata kiinnittdd huomiota
(koska eri kategoriat siséltavia dummy-muuttujia on tarkasteltava kokonaisuutena). Sen sijaan
voidaan tarkastella selityskertoimen ja korjatun selityskertoimen kasvua verrattuna malliin,
jossa dummy-muuttujia ei ole mukana. Jos selityskerroin kasvaa merkittavasti, niin dummy-
muuttujien mukaan ottaminen on perusteltua.

11 SPSS:n valinta-algoritmit

SPSS sisaltad valmiita algoritmeja selittdvien muuttujien valintaan. Néitd kannattaa
hyodyntad, jos malliin otettavat selittdvat muuttujat eivat maaraydy teorian tai k&ytannon
kautta. Algoritmi valitaan SPSS:n Regression valintaikkunan Method: -kohdasta. Aiemmissa
esimerkeisséd menetelmané on ollut Enter, jolloin kaikki Independent(s):-ruutuun siirretyt
muuttujat otetaan malliin mukaan. Tarkastellaan seuraavassa lyhyesti Stepwise, Forward- ja
Backward-algoritmeja.

Stepwise

Independent(s)-ruutuun siirretyistd muuttujista valitaan ensimméiseen malliin se, joka selittd
selitettdvan muuttujan vaihtelua parhaiten. Seuraaviin malleihin lisatdan aina se jaljella
olevista muuttujista, joka parhaiten selittaa selitettdvan muuttujan vaihtelua.
Multikolineaarisuuden/kolineaarisuuden takia jo aiemmin mukaan otettujen muuttujien
selitysvoima voi laskea uusien selittdvien muuttujien mukaan oton my6ta. Taman vuoksi jo
mukaan otettu muuttuja voidaan my6hemmaéssa vaiheessa pudottaa mallista. Kun miké&én
jaljelle jadneista muuttujista ei enaa selita vaihtelua riittavasti, niin malli on valmis.

Forward

Independent(s)-ruutuun siirretyistd muuttujista valitaan ensimmaiseen malliin se, joka selittdé
selitettdvan muuttujan vaihtelua parhaiten. Seuraaviin malleihin lisétédéan aina se jaljella
olevista muuttujista, joka parhaiten selittaa selitettdvan muuttujan vaihtelua. Kun mikaén
jaljelle jadneista muuttujista ei enaa selita vaihtelua riittavasti, niin malli on valmis.
Olennainen ero Stepwise-algoritmiin on se, ettd Forward-algoritmissa kerran malliin otettua
muuttujaa ei endd myéhemmissa vaiheissa voida poistaa mallista.

Backward

Independent(s)-ruutuun siirretyistd muuttujista valitaan ensimméaiseen malliin kaikki.
Seuraavasta mallista poistetaan muuttuja, joka selittda selitettdvan muuttujan vaihtelua
huonoiten. Nain jatketaan kunnes malliin jaa vain muuttujia, jotka merkittavasti selittavat
selitettdvan muuttujan vaihtelua.

Esimerkki valintaalgoritmin kaytosta

Tarkastellaan esimerkkind Data and Story Library -sivuilta 16ytyvaa aineistoa
http://lib.stat.cmu.edu/DASL/Stories/USCrime.html. Loydéat aineiston SPSS-muodossa
osoitteesta http://myy.haaga-helia.fi/~taaak/m/.

Aineisto sisdltdd USAn rikostiheyden ja rikollisuutta mahdollisesti selittdvia muuttujia
vuodelta 1960. Aineiston muuttujat ovat:

Aki Taanila 17.6.2010


http://lib.stat.cmu.edu/DASL/Stories/USCrime.html
http://myy.haaga-helia.fi/~taaak/m/

24

1. R: Rikostiheys: poliisille ilmoitettujen rikosten méaaréé miljoonaa asukasta kohden

2. Age: 14-24 vuotiaiden miesten maara tuhatta asukasta kohden

3. S: Eteldvaltio (0 = Ei, 1 = Kyllg)

4. Ed: Keskiarvo koulutuksen pituus x 10 alle 25-vuotiailla

5. Ex0: 1960 rahankayttd henked kohden poliisiin ja paikallishallintoon

6. Ex1: 1959 rahankdyttd henkeé kohden poliisiin ja paikallishallintoon

7. LF: 14-24 vuotiaiden ty6llisten miesten mé&&ra 1000 asukasta kohden

8. M: Miesten lukumé&é&ra 1000 naista kohden

9. N: Osavaltion asukasluku satoina tuhansina

. NW: Ei-valkoisten méara 1000 asukasta kohden

. Ul: Tyottomia 14-24 vuotiaita kaupunkilaismiehid 1000 asukasta kohden

. U2: Tyottomia 35-39 vuotiaita kaupunkilaismiehid 1000 asukasta kohden.

. W: Perheiden mediaanitulo kymmeniné dollareina.

. X: Mediaanitulon puolikkaan alapuolella olevien perheiden méar& 1000 perhetta
kohden.

Otetaan rikostiheys (R) selitettdvaksi muuttujaksi ja kaikki muut muuttujat ehdolle
selittaviksi muuttujiksi. Valitaan valinta-algoritmiksi Stepwise. Valitaan Statistics-
painikkeen alta laskettavaksi Collinearity diagnostics.

X Linear Regression 32
ﬁ fge Dependent: oK
&s | &R | Lok ]
& Ed Block 1 of 1 [(Pase |
‘ég Ex) Previous Mt Reset
§ﬁ1 Independent(s): | Cancel |
e -
o o] %% e |
Fnw S Ed
f U1 Method: |Stepwise - |
?:ﬁ Linear Regression: Statistics @
f)( Regression Coefficients | Model fit
/| Estimates R squared change
Corfidence intervals Descriptives Iﬂ/
Covariance matrix Part and partial comelations Help
| Collinearity diagnostics
Residuals
Durbin-Watson
Casewise diagnostics

SPSS:n Coefficients taulukosta voimme seurata, missa jarjestyksessa SPSS on lisdnnyt
muuttujia malliin. Viimeiseen 5. malliin on kelpuutettu 5 selittdvaa muuttujaa.
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TAULUKKO 21. Mallin muodostus Stepwise-algoritmilla

Coefficients?

25

nstandardized Standardized
Coefficients Coefficients Collinearity Statistics

Model B Std. Error Beta 1 Sig. Tolerance WIF
1 (Constant) 14 446 12 669 1,140 260

Ex0 805 141 688 6,353 000 1,000 1,000
2 (Constant) -94 466 34 395 -2 747 009

Ex0 1,241 164 954 7582 000 G602 1,660

X 410 122 422 3357 002 602 1,660
3 (Constant) -327 541 76,914 -4 259 000

Ex0 1,243 148 955 2408 000 602 1,660

X 751 151 g4 4978 000 221 3110

Ed 1,579 ATT A57 3312 0oz 409 2444
4 (Constant) -424 922 85851 -4 950 000

Ex0 1,298 44 997 9029 000 584 1,711

X 541 153 661 4197 000 287 3478

Ed 1,661 A58 480 3626 001 A06 2 460

Age TG0 344 247 2209 033 570 1,754
5 (Constant) -h24.374 95 116 -5513 000

Ex0 1,233 142 948 2706 000 557 1,796

X G35 147 655 4324 000 287 3,480

Ed 2,031 A74 Ba7 4283 000 251 2853

Age 1,020 363 331 2887 006 B0 1,998

L2 914 A34 199 2105 041 734 1,363

a. Dependent Variable: R

Toleranssiarvot ovat suurempia kuin 0,2, joten kolineaarisuuden/multikolineaarisuuden osalta
ei ole syyté erityiseen huoleen.

Lukijaa kehotetaan tdydentamaan esimerkkié seuraavasti:

9 Edeltdvyysehtojen tarkastelu jaédnnéskuvion ja jaanndstermien normaalijakaumakuvion

avulla.
1 Mallin merkitsevyyden tarkastelu F-testin avulla.
Yksittéisten malliin mukaan otettujen selittdjien merkitsevyys t-testin avulla.
9 Forward- ja Backward-algoritmien kokeilu. Tadmén esimerkin tapauksessa Backward-

=

algoritmi jattad malliin yhden muuttujan enemmaén kuin Stepwise- ja Forward-algoritmit.

9 Muuttujien valisten korrelaatioiden laskeminen.

9 Pohdiskelua selittavistd muuttujista (vrt.
http://lib.stat.cmu.edu/DASL/Stories/USCrime.html).
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12 Harjoitus

Loydat harjoitukseen liittyvan SPSS-aineiston HBAT .sav osoitteesta

http://myy.haaga-helia.fi/~taaak/m/

Aineistossa on muuttuja X19, joka mittaa asiakastyytyvaisyytta asteikolla 1-10 ja muuttujat
X6-X18, jotka kuvaavat kokemuksia yrityksesta asteikolla 1-10.

X6 Product Quality X13 Competitive Pricing
X7 E-commerce X14 Warranty & Claims
X8 Technical Support X15 New Products

X9 Complaint Resolution X16 Ordering & Billing
X10 Advertising X17 Price Flexibility
X11 Product Line X18 Delivery Speed

X12 Salesforce Image

Laadi regressiomalli, jossa selitettdvd muuttujia on X19 ja selittdvat muuttujat valitaan
muuttujista X6-X18.

Aineisto HBAT.SAV on perdisin Kirjasta:

Hair, Black, Babin, Anderson, Tatham. 2006. Multivariate Data Analysis. Sixth edition.
Prentice Hall.

Kirja on sopivaa jatkolukemista talle monisteelle. Kirjasta l1oytyy tietoa mm.

muuttujamuunnoksista, joilla voidaan korjata edeltdvyysehtojen rikkomuksia. Kirjasta l6ytyy
my0s ratkaisu ylla annettuun harjoitustehtavaan.
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