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JOHDANTO

Tdassa monisteessa esitetdan lineaarisen optimoinnin alkeet. Moniste sisédltaa tarvittavat
Excel ohjeet. Viimeisin versio tastd monisteesta ja siihen liittyvastd materiaalista [0ytyy
osoitteesta

http://myy.haaga-helia.fi/~taaak/m

Y1l& mainitusta osoitteesta 10ytyvat myos tdhan monisteeseen liittyvat Excel esimerkit.

Tutustu myods muihin oppimateriaaleihini http://myy.haaga-helia.fi/~taaak/



http://myy.haaga-helia.fi/~taaak/m
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LINEAARINEN OPTIMOINTI

Esimerkki

Padtoksentekotilanteessa on usein taustalla tarve péastd asetettuun tavoitteeseen
huomioiden toimintaympadriston asettamat rajoitteet. VVarsinainen paatds kohdistuu niin
kutsuttuihin paatésmuuttujiin, joiden arvoihin paatoksentekija voi tiettyjen rajojen
puitteissa vaikuttaa. Tavoitteena voi olla esimerkiksi voiton maksimointi tai
kustannusten minimointi. Rajoitteina voivat olla esimerkiksi rajalliset resurssit (aika, tyo,
materiaali, raha, jne.), rajoittavat ohjeistukset (esimerkiksi tuotteen taytyy tayttéa tietyt
laatuvaatimukset.) tai kysyntaa koskevat rajoitukset.

Paatosmuuttujien arvot voidaan madrittad lineaarisen optimoinnin keinoin, jos voidaan
rakentaa paatoksentekotilannetta vastaava (ratkaistavissa oleva) lineaarinen malli. Mallin
tulee sisaltad ainakin:

o Paatésmuuttujat, joiden arvoihin paatoksentekija voi vaikuttaa.

e Tavoitefunktio, jonka arvo voidaan laskea pdatdsmuuttujien lineaarisena funktiona.
Lineaarisessa funktiossa lasketaan yhteen vakioilla kerrottuja muuttujien arvoja ja
vakioita. Lineaarisessa funktiossa ei voi olla esim. muuttujien potensseja, juuria tai
logaritmeja. Esim. 2x+4y+3 on muuttujien x ja y lineaarinen funktio. Lineaarisessa
optimoinnissa on yleensa tavoitteena minimoida tai maksimoida tavoitefunktion arvo.

o Toimintaympdriston asettamat rajoitteet. Lineaarisissa malleissa rajoitteetkin taytyy
ilmaista lineaaristen lausekkeiden avulla.

Lineaarisen optimoinnin perusideat selviavéat parhaiten yksinkertaisen esimerkin avulla.

Keramiikkayrityksessa korkean ammattitaidon omaavat taiteilijat valmistavat perinteisen
mallin mukaisia maljoja ja mukeja erikoissavesta. Tuotteiden valmistamiseen tarvittavat
resurssit ja tuotteiden myynnisté seuraava voitto selviavat seuraavasta taulukosta.

Tarvittavat resurssit/yksikko
Tuote Tyo (tuntia) | Savi (kg) Voitto (euroa)
Malja 1 4 40
Muki 2 3 50

Tuotantopdivén ajaksi on kaytettavissa 40 tuntia tyotd ja 120 kg savea.

o Paatésmuuttujat: valmistettavien maljojen ja mukien méaarét.

« Tavoitteena on mahdollisimman suuri voitto. Tavoitefunktio lasketaan
paatosmuuttujien arvojen perusteella lausekkeella 40*maljat+50*mukit.

o Ihmistyo0 ja savi asettavat selkeét rajoitteet tuotannolle. Yksinkertaisuuden vuoksi
emme aseta kysyntéé koskevia rajoituksia.

Ratkaisun l6ytdmiseksi voimme piirtdd koordinaatiston, jonka x-akselille merkitsemme
maljojen madran ja y-akselille mukien madran. Koordinaatistoon voimme piirtd4 suoran
viivan, joka kuvaa mahdollisia tuotantomaarid, jos kaytettavissa oleva ty0 kaytetddn
kokonaisuudessaan (oletetaan saven riittdvan). Kaytettavissa olevalla tyolla (40 tuntia)
voidaan valmistaa 40 yksikkéd maljoja (jollei mukeja valmisteta lainkaan) tai 20
yksikkda mukeja (jollei maljoja valmisteta lainkaan). Suora viiva voidaan piirtad pelkkia
maljoja (40,0) ja pelkkida mukeja (0,20) vastaavien pisteiden avulla. Vastaavasti voimme
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piirtdd suoran viivan, joka kuvaa mahdollisia tuotantomaarid, jos kaytettavissa oleva savi
kaytetdan kokonaisuudessaan (oletetaan tyon riittavan).

a0

—— Tyi
—— Zavi

Mukit

a0

Maljat

Kuvio 1. Graafinen ratkaisu

Mahdolliset ratkaisut l0ytyvat alueelta, jota rajoittavat pisteet A, B ja C sekd
koordinaattiakselit. Ainoastaan talla alueella sekd ty0 ettd savi riittdvat. Arvatenkin
parhaaseen voittoon paastdan kayttamalla tydtd ja savea mahdollisimman paljon eli
kaytannossa parhaan ratkaisun taytyy sijaita janalla AB tai BC. Optimiratkaisu I0ytyy
mahdollisten ratkaisujen aluetta rajoittavista karkipisteista eli tdssa tapauksessa pisteiden
A, B ja C joukosta. Laskemalla voitto ndissd kolmessa tapauksessa todetaan
optimiratkaisun olevan pisteessa B (maljoja 24 yksikkoa ja mukeja 8 yksikkod).

Lineaarisessa optimoinnissa siis etsitddn suorien leikkauspisteitd, joiden joukosta
optimiratkaisu 16ytyy.

Excelin kayttd optimoinnissa

Enemman rajoittavia ehtoja ja pdatdsmuuttujia sisaltavissa tapauksissa ratkaisemisessa
kannattaa k&yttdd tietokoneohjelmaa. Excelissé on mukana optimointiongelmien
ratkomiseen tarkoitettu Solver (Ratkaisin) -toiminto. Jos kéytét toimintoa ensimmaista
kertaa, niin:

{Dn

1. Napsauta “* Office-painiketta ja valitse alhaalta Excel Options (Excelin asetukset).
Excel 2010: File-Options (Tiedosto-Asetukset).

2. Valitse vasemmalta Add Ins (Apuohjelmat) ja valitse sitten alhaalta Manage
(Hallinta) -ruudusta Excel Add Ins (Excel-apuohjelmat).

3. Valitse Go (Siirry).

4. Valitse luettelosta Solver (Ratkaisin) ja valitse OK. Jos Excel huomauttaa, ettd
ratkaisinta ei ole asennettu, niin valitse Yes (Kylld) asentaaksesi ne.

Kun olet ottanut kayttoon Solver (Ratkaisin) -tyokalun, niin voit kayttad Data (Tiedot) -
valilehden Analysis (Analyysi) -ryhmassa olevaa Solver (Ratkaisija) -komentoa.



Esimerkki Excelin kaytosta

Edellinen esimerkki voidaan mallintaa Excel-taulukkoon esimerkiksi seuraavasti:

A | B | c | D | E | F | &
| 1 |Keramiikkapaja
2
3 Woitto/yksikka Tyi Savi R
| 4 [Malja 40 1 4
5 |Muki 50 2 3 .
| B |Kaytettavissa 40 120
7
] Tuotanto “oitta Tyd mavi
| 9 [Malja ] a ]
10 | Muki N 0 0 0
|11 |¥hteensa a ] a 1]
12
13 Pastdsmuuttujat Tavoitefunktio
14

Lahtotilanteessa, ennen ratkaisua, tuotantoméarille varatut solut B9:B10 voidaan jattaa
tyhjiksi. Kaavoja kéayttéden lasketaan tuotantomadrié vastaavat tiedot:

voitto; esim. maljojen tuotantoa vastaava voitto lasketaan kaavalla =B9*C4
ty6; esim. maljojen tuotantoa vastaava tyo lasketaan kaavalla =B9*D4
e savi; esim. maljojen tuotantoa vastaava savi lasketaan kaavalla =B9*EA4.

Yhteensa-riville lasketaan summakaavoilla tuotanto, voitto, ty0 ja savi yhteensé.

Tavoitefunktio, joka halutaan maksimoida, on soluun C11 laskettu voitto (=C9+C10).
Tyon ja saven yhteismadrien taytyy olla pienempié tai yhta suuria kuin niille asetetut
rajoitteet.

Ratkaiseminen  suoritetaan  toiminnolla  Solver (Ratkaisin). Excel 2010:ss&

keskusteluikkunnoiden ulkoasu poikkeaa jonkin verran tassa esitetysta.

Solver Parameters g|
Set Target Cell: =il
Equal To: @ Max  OMn O valueof: |0 _

= = = ' _Close
By Changing Cells:
fosrsosi
Subject to the Constrainks:
feensagin = (s ]
$D411:4E$11 <= §046:4E6
Reset All

Méérittelyikkunaan taytetddn viittaus tavoitefunktioon (téssd tapauksessa soluun C11
laskettava voitto), optimointitapa (maksimointi vai minimointi) ja viittaukset
paatdsmuuttujiin (tassa tapauksessa tuotantomaaréat soluissa B9:B10).

Rajoittavat ehdot lisatddn Add (Lis&dd) -painikkeella. Esimerkiksi tyon ja saven
riittdvyyteen liittyvassa ehdossa madritelldén, ettd soluihin D11:E11 lasketut tyon ja
saven maaréat saavat olla korkeintaan soluissa D6:E6 olevien rajoitteiden suuruisia:



Change Constraint fg|

Cell Reference: Constraint:

$D$11:$E511 = w| |=$Df6ifEdS

I Ok ] [ Cancel ] [ #dd ] [ Help ]

Rajoittavat ehdot kuitataan

e Add (Lis&4) -painikkeella, jos aiotaan lisata viela muita ehtoja
o OK-painikkeella, jos ei lisata endd muita ehtoja.

Paatdsmuuttujiin taytyy yleensa liittdd ehto ei-negatiivisuudesta.

Ennen ratkaisun etsimistd taytyy vield maarittad, ettd Kkyseessd on lineaarinen
optimointitehtava:

e napsauta Options (Asetukset)
 valitse optio Assume linear model (Oleta malli lineaariseksi) ja paina OK.

Excel 2010: Edellisten sijasta valitaan Solving Method (Ratkaisumenetelmat) -
alasvetovalikosta Simplex LP.

Excel lahtee etsimaan ratkaisua Solve (Ratkaise) -painiketta painamalla. Excel ilmoittaa
ratkaisun I0ytymisesta (tai siit ettei ratkaisua 10ytynyt).

Solver Results @

Sobver Fourd a sohution. All constraints and optimalty

conditions are satisfied, Reporks
Mrwer
© Koo S bt

(7 Restore Criginal Yalues

o ) (o ] [(ovesemem. ] [ )

Ratkaisun l6ytymisesta ilmoittavan ikkunan OK -painikkeella saadaan ratkaisu
laskentataulukkoon. Ennen OK:n painamista voidaan tarvittaessa valita mukaan myods
Answer, Sensitivity ja Limits (Vastaus, Herkkyys ja Rajoitukset) raportit. Raportit
sisdltavat paatoksentekijélle, joka niitd osaa tulkita, k&yttokelpoista tietoa. Erityisesti
kannattaa tutustua Sensitivity-raporttiin:

Adjustable Cells

Final Reduced Objective Allowable Allowable

Cell Name Value Cost Coefficient Increase Decrease
$E%9  Malja Tuotanto 24 0 40 26 FEERREET 15
$EH10 Muki Tuatanto & 0 50 30 20

Constraints

Final Shadow Constraint Allowable Allowable

Cell Name Value Price R.H. Side Increase  Decrease
F0%11 Yhiteensa Tyi 40 16 40 40 10
BEF11 Yhteensd Saw 120 5 120 40 B0

Sensitivity-raportin maljoihin ja mukeihin liittyvda Allowable Increase ja Allowable
Decrease tulkitaan seuraavasti:

o Maljoihin liittyva voitto yksikk6d kohden saa kasvaa 26,7 tai védhentya 15 ennen kuin
optimiratkaisun paatdsmuuttujien arvot muuttuvat. Tavoitefunktion arvo
luonnollisesti muuttuu jos voitto yksikkoa kohden muuttuu.
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e Mukeihin liittyvé voitto yksikkda kohden saa kasvaa 30 tai vahentya 20 ennen kuin
optimiratkaisun padtdsmuuttujien arvot muuttuvat. Tavoitefunktion arvo
luonnollisesti muuttuu jos voitto yksikkdd kohden muuttuu.

Herkkyysraportin Shadow Price (Varjohinta) -sarakkeesta ndhdaan:

o Jos tyota olisi kéytettdvissa 1 tunti enemman, niin voitto kasvaisi 16 eurolla.
Allowable Increase ja Allowable Decrease tarkoittavat, ettd tyon maéra saa kasvaa
40 tai vahentya 10 tuntia ennen kuin varjohinta muuttuu. Optimiratkaisu
(paatdsmuuttujien arvot) toki voi muuttua.

o Jos savea olisi kaytettavissa 1 kg enemmaén, niin voitto kasvaisi 6 eurolla. Allowable
Increase ja Allowable Decrease tarkoittavat, ettd saven maéra saa kasvaa 40 tai
vahentya 60 kg ennen kuin varjohinta muuttuu. Optimiratkaisu (paatdsmuuttujien
arvot) toki voi muuttua.

Y hteenveto

Yhteenvetona voidaan koota yhteen ratkaisun vaiheet:

e madrittele paatésmuuttujat

o madrittele tavoitefunktio paatésmuuttujien funktiona

o selvitd kaikki toimintaymparistoon liittyvat rajoitteet (414 unohda ei-negatiivisuus
rajoitteita)

o jarjestd paatdosmuuttujat, tavoitefunktio ja rajoitteet Excel-taulukkoon

ratkaise ongelma Excelin Solver (Ratkaisin) -toiminnolla.

5.1 Muuntyyppisia optimointiongelmia

Kokonaislukuongelmat

Monissa kaytannon sovelluksissa vain kokonaisluvut kelpaavat pé&atosmuuttujien
arvoiksi. Laskennallisesti téllaiset ongelmat ovat vaikeampia kuin puhtaat lineaariset
ongelmat.

Excelid kaytettdessa kokonaislukuongelmia voidaan ratkaista lisadmalla paatésmuuttujia
koskeva rajoittava ehto int (kok):

Add Constraint

Zell Referance: Conskraink:
$B$9:4B410 OO | integer
[ Ok ] [ Cancel ] [ Add ] [ Help ]

Padtdsmuuttujat voidaan rajoittaa myds bindarisiksi, jolloin sallitut arvot ovat vain 0 ja 1.
Ei-lineaariset ongelmat
Paatosmuuttujien, tavoitefunktion ja rajoitteiden valiset riippuvuudet eivat aina ole

lineaarisia. Excelin Solver (Ratkaisin) -toiminnolla voidaan ratkaista myos ei-lineaarisia
optimointiongelmia, mutta niitd ei k&sitell& tdsséa monisteessa.



