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JOHDANTO

Tassd monisteessa esitetddn lineaarisen optimoinnin alkeet. Moniste siséltéda tarvittavat
Excel ohjeet. Viimeisin versio tastd monisteesta ja siihen liittyvéstd materiaalista 16ytyy
osoitteesta

http://myy.haaga-helia.fi/~taaak/m

Y1la mainitusta osoitteesta 10ytyvat myds tdhan monisteeseen liittyvat Excel esimerkit.

Akin muita materiaaleja

o Maadréllisen tutkimuksen suunnittelu http://myy.haaga-helia.fi/~taaak/t/
e Aineiston esittdminen ja kuvailu http://myy.haaga-helia.fi/~taaak/k/
o Tilastollinen paattely http://myy.haaga-helia.fi/~taaak/p/

Kommentit ja parannusehdotukset

Otan mielellani vastaan kommentteja ja parannusehdotuksia sahképostitse osoitteeseen
aki.taanila(at)haaga-helia.fi.
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LINEAARINEN OPTIMOINTI

Esimerkki

Paatoksentekotilanteessa on usein taustalla tarve paastd asetettuun tavoitteeseen
huomioiden toimintaympériston asettamat rajoitteet. Varsinainen paatds kohdistuu nk.
paatésmuuttujiin, joiden arvoihin paatoksentekija voi tiettyjen rajojen puitteissa
vaikuttaa. Tavoitteena voi olla esimerkiksi voiton maksimointi tai kustannusten
minimointi. Rajoitteina voivat olla esimerkiksi rajalliset resurssit (aika, tyo, materiaali,
raha, jne.), rajoittavat ohjeistukset (tuotteen taytyy tayttéa tietyt laatuvaatimukset, jne.)
tai kysyntad koskevat rajoitukset.

P&&tosmuuttujien arvot voidaan madarittadd lineaarisen optimoinnin keinoin, jos voidaan
rakentaa paatoksentekotilannetta vastaava (ratkaistavissa oleva) lineaarinen malli. Mallin
tulee sisdltaa ainakin:

o Paatdsmuuttujat, joiden arvoihin paatoksentekija voi vaikuttaa.

e Tavoitefunktio, jonka arvo voidaan laskea padatdsmuuttujien lineaarisena funktiona.
Lineaarisessa funktiossa lasketaan yhteen vakioilla kerrottuja muuttujien arvoja ja
vakioita. Lineaarisessa funktiossa ei voi olla esim. muuttujien potensseja, juuria tai
logaritmeja. Esim. 2x+4y+3 on muuttujien X ja y lineaarinen funktio. Lineaarisessa
optimoinnissa on yleensé tavoitteena minimoida tai maksimoida tavoitefunktion arvo.

o Toimintaympériston asettamat rajoitteet. Lineaarisissa malleissa rajoitteetkin taytyy
ilmaista lineaaristen lausekkeiden avulla.

Lineaarisen optimoinnin perusideat selvidvat parhaiten yksinkertaisen esimerkin avulla.

Keramiikkayrityksessé korkean ammattitaidon omaavat taiteilijat valmistavat perinteisen
mallin mukaisia maljoja ja mukeja erikoissavesta. Tuotteiden valmistamiseen tarvittavat
resurssit ja tuotteiden myynnista seuraava voitto selviavét seuraavasta taulukosta.

Tarvittavat resurssit/yksikko
Tuote Tyo (tuntia) | Savi (kg) Voitto (euroa)
Malja 1 4 40
Muki 2 3 50

Tuotantopaivén ajaksi on kéaytettavissa 40 tuntia ty6té ja 120 kg savea.

o Paatdsmuuttujat: valmistettavien maljojen ja mukien maarat.

« Tavoitteena on mahdollisimman suuri voitto. Tavoitefunktio lasketaan
paatdsmuuttujien arvojen perusteella lausekkeella 40*maljat+50*mukit.

o Ihmisty0 ja savi asettavat selkeat rajoitteet tuotannolle. Yksinkertaisuuden vuoksi
emme aseta kysyntaa koskevia rajoituksia.

Ratkaisun 16ytdmiseksi voimme piirtdd koordinaatiston, jonka x-akselille merkitsemme
maljojen madran ja y-akselille mukien maaran. Koordinaatistoon voimme piirtda suoran
viivan, joka kuvaa mahdollisia tuotantomaarid, jos kaytettavissa oleva ty0 kéytetdédn
kokonaisuudessaan (oletetaan saven riittdvan). Kaytettdavissa olevalla ty6lla (40 tuntia)
voidaan valmistaa 40 yksikk6a maljoja (jollei mukeja valmisteta lainkaan) tai 20
yksikkdda mukeja (jollei maljoja valmisteta lainkaan). Suora viiva voidaan piirtdd pelkkia
maljoja (40,0) ja pelkkida mukeja (0,20) vastaavien pisteiden avulla. Vastaavasti voimme
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piirtdé suoran viivan, joka kuvaa mahdollisia tuotantoméarié, jos kéaytettavissa oleva savi
kaytetddn kokonaisuudessaan (oletetaan tyon riittavan).

20

—— Ty
—— Zavi

Mukit

a0

Maljat

Mahdolliset ratkaisut loytyvéat alueelta, jota rajoittavat pisteet A, B ja C seka
koordinaattiakselit. Ainoastaan talla alueella sek& tyd ettd savi riittdvét. Arvatenkin
parhaaseen voittoon padstadn kayttdmalla tyotd ja savea mahdollisimman paljon eli
kaytdnnodssa parhaan ratkaisun taytyy sijaita janalla AB tai BC. Optimiratkaisu 16ytyy
mahdollisten ratkaisujen aluetta rajoittavista karkipisteista eli tdssa tapauksessa pisteiden
A, B ja C joukosta. Laskemalla voitto ndissd kolmessa tapauksessa todetaan
optimiratkaisun olevan pisteessa B (maljoja 24 yksikkoa ja mukeja 8 yksikkod).

Lineaarisessa optimoinnissa siis etsitddn suorien leikkauspisteitd, joiden joukosta
optimiratkaisu 16ytyy.

Enemman rajoittavia ehtoja ja paatésmuuttujia siséltavissa tapauksissa ratkaisemisessa
kannattaa kayttdd tietokoneohjelmaa. Excelissa on mukana optimointiongelmien
ratkomiseen tarkoitettu Solver/Ratkaisin toiminto. Jos kaytat toimintoa ensimmaisté
kertaa, niin:

{Dn

1. Napsauta “* Office painiketta ja valitse alhaalta Excel Options/Excelin asetukset
(Excel2010: File-Options/Tiedosto-Asetukset).

2. Valitse vasemmalta Add Ins/Apuohjelmat ja valitse sitten alhaalta
Manage/Hallinta ruudusta Excel Add Ins/Excel-apuohjelmat.

3. Valitse Go/Siirry.

4. Valitse luettelosta Solver/Ratkaisin ja valitse OK. Jos Excel huomauttaa, ettéd
ratkaisinta ei ole asennettu, niin valitse Yes/Kylla asentaaksesi ne.

Kun olet ottanut kédyttéon Solver/Ratkaisin tyokalun, niin voit kayttdd Data/Tiedot
vélilehden Analysis/Analyysi ryhmdssé olevaa Solver/Ratkaisija komentoa.

Huom! Excel2003 ja vanhemmissa versioissa Solver/Ratkaisin otetaan kayttoon
Tools/Tydkalut valikon Add Ins/Apuohjelmat toiminnolla. Solver/Ratkaisin l6ytyy
tdman jalkeen Tools/Tydkalut valikosta.
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Esimerkki Excelin kaytosta

Edellinen esimerkki voidaan mallintaa Excel-taulukkoon esimerkiksi seuraavasti:

A | B | & | D | E | F | ©
1 |Keramiikkapaja
2
3 Woittodyksikkd Ty Savi Fao
4 |Malia 40 1 4
5 |Muki a0 2 3 )
| B |Kaytettivissd 40 120
7
g Tuotanto Yoitto Ty Savi
9 |Malja 0 0 0
10 | Muki A 0 0 0
11 |Yhteensa 1] 0 1] a
12
% Paatssmuutiujat Tavaitefunktio

Lahtotilanteessa, ennen ratkaisua, tuotantomadrille varatut solut B9:B10 voidaan jattaa
tyhjiksi. Kaavoja kéyttéen lasketaan tuotantomaéria vastaavat tiedot:

voitto; esim. maljojen tuotantoa vastaava voitto lasketaan kaavalla =B9*C4
o tyd; esim. maljojen tuotantoa vastaava tyo lasketaan kaavalla =B9*D4
e savi; esim. maljojen tuotantoa vastaava savi lasketaan kaavalla =B9*EA4.

Yhteensa-riville lasketaan summakaavoilla tuotanto, voitto, tyo ja savi yhteensa.

Tavoitefunktio, joka halutaan maksimoida, on soluun C11 laskettu voitto. Ty6n ja saven
yhteisméaarien taytyy olla pienempié kuin niille asetetut rajoitteet.

Ratkaiseminen suoritetaan toiminnolla Solver/Ratkaisin.

Solver, Parameters gl
Set Target Cell: =il
Equal To: @ Max  OMn O valueof: |0 _

= i b ! _Close
By Changing Cells:
s tono
Subject ta the Constraints:
fos810 = (& ]
$D$114E$11 <= $D46 4E46
Reset All

Madrittelyikkunaan téytetddn viittaus tavoitefunktioon (tdssa tapauksessa soluun C11
laskettava voitto), optimointitapa (maksimointi vai minimointi) ja viittaukset
paatdsmuuttujiin (tassa tapauksessa tuotantomaérat soluissa B9:B10).

Rajoittavat ehdot lisatadn Add/Lisaa -painikkeella. Esim. tydn ja saven riittavyyteen
liittyvassa ehdossa madritellaan, ettd soluihin D11:E11 lasketut tydn ja saven maarat
saavat olla korkeintaan soluissa D6:E6 olevien rajoitteiden suuruisia:
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Change Constraint

Cell Reference: Constraint:
(D811 :4E$11 = v |=$D$egESE
[ o | [ Cancel ] [ Add ] [ Help ]

Rajoittavat ehdot kuitataan

o Add-painikkeella, jos aiotaan lis4té vield muita ehtoja
o OK-painikkeella, jos ei lisatd endd muita ehtoja.

Paatosmuuttujiin  taytyy yleensd liittdd ehto ei-negatiivisuudesta (ellei kelpuuteta
negatiivisia arvoja paatosmuuttujille).

Ennen ratkaisun etsimista taytyy vield méarittad, ettd kyseessda on lineaarinen
optimointitehtava:

e napsauta Options/Asetukset

« valitse optio Assume linear model/Oleta malli lineaariseksi ja paina OK.

Excel lahtee etsiméan ratkaisua Solve/Ratkaise -painiketta painamalla. Excel ilmoittaa
ratkaisun I0ytymisesta (tai siita ettei ratkaisua loytynyt).

Solver Results E|
Sobhver found a solution. All constraints and optimabiy
condiions are satisfied, Reports
e
e
() Restore Original Values
Lok ] [ comel | [ Sovescenaio.. | [ Heb |

Ratkaisun l6ytymisesta ilmoittavan ikkunan OK -painikkeella saadaan ratkaisu
laskentataulukkoon. Ennen OK:n painamista voidaan tarvittaessa valita mukaan myos
Answer, Sensitivity ja Limits (Vastaus, Herkkyys ja Rajoitukset) raportit. Raportit
sisdltavat paatoksentekijalle, joka niita osaa tulkita, kayttokelpoista tietoa. Erityisesti
kannattaa tutustua Sensitivity-raporttiin:

Adjustable Cells

Final Reduced Objective Allowable Allowable

Cell Name Value Cost Coefficient Increase Decrease
$E$9  Malja Tuotanto 24 0 40 26 BEBEEEET 15
$EF10 huki Tuotanto 8 I} a0 a0 20

Constraints

Final Shadow Constraint Allowable Allowable

Cell Name Value Price R.H. Side Increase  Decrease
F0511 Yhteensd Tyd 40 16 40 40 10
FEF11 Yhieensa Savi 120 G 120 40 G0

Sensitivity-raportin maljoihin ja mukeihin liittyvd Allowable Increase ja Allowable
Decrease tulkitaan seuraavasti:
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Herkkyysraportin Shadow Price/Varjohinta -sarakkeesta ndhdaan:
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Maljoihin liittyva voitto yksikkdd kohden saa kasvaa 26,7 tai vahentya 15 ennen kuin
optimiratkaisun paatdsmuuttujien arvot muuttuvat. Tavoitefunktion arvo
luonnollisesti muuttuu jos voitto yksikkdd kohden muuttuu.

Mukeihin liittyva voitto yksikkdd kohden saa kasvaa 30 tai vahentya 20 ennen kuin
optimiratkaisun paatdsmuuttujien arvot muuttuvat. Tavoitefunktion arvo
luonnollisesti muuttuu jos voitto yksikkda kohden muuttuu.

Jos ty6td olisi kéytettdvissa 1 tunti enemman, niin voitto kasvaisi 16 eurolla.
Allowable Increase ja Allowable Decrease tarkoittavat, ettd tyon maara saa kasvaa
40 tai vahentya 10 tuntia ennen kuin varjohinta muuttuu. Optimiratkaisu
(paatésmuuttujien arvot) toki voi muuttua.

Jos savea olisi kdytettavissa 1 kg enemman, niin voitto kasvaisi 6 eurolla. Allowable
Increase ja Allowable Decrease tarkoittavat, ettd saven maaré saa kasvaa 40 tai
véhentya 60 kg ennen kuin varjohinta muuttuu. Optimiratkaisu (p&datésmuuttujien
arvot) toki voi muuttua.

Y hteenvetona voidaan koota yhteen ratkaisun vaiheet:

madrittele paatosmuuttujat

madrittele tavoitefunktio pdatdsmuuttujien funktiona

selvité kaikki toimintaymparistoon liittyvat rajoitteet (4la unohda ei-negatiivisuus
rajoitteita)

jarjesté paatosmuuttujat, tavoitefunktio ja rajoitteet Excel-taulukkoon

ratkaise ongelma Excelin Solver/Ratkaisin -toiminnolla.

Muuntyyppisia optimointiongelmia

Kokonaislukuongelmat

Ei-lineaariset ongelmat

Monissa kaytannon sovelluksissa vain kokonaisluvut kelpaavat paatésmuuttujien
arvoiksi. Laskennallisesti tallaiset ongelmat ovat vaikeampia kuin puhtaat lineaariset
ongelmat.

Excelid kaytettdessad kokonaislukuongelmia voidaan ratkaista lisédmalla paatdsmuuttujia
koskeva rajoittava ehto int/kok:

Add Constraint

Cell Reference: Constraint:
$B$9:56510 00~ | integer
l oK ] [ Cancel ] [ Add ] [ Help ]

Paatosmuuttujien, tavoitefunktion ja rajoitteiden valiset riippuvuudet eivdt aina ole
lineaarisia. Excelin Solver/Ratkaisin -toiminnolla voidaan ratkaista myds ei-lineaarisia
optimointiongelmia, mutta niit4 ei kasitella tassa materiaalissa.
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